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1 Statica punctului material

I Statica punctului material

1.1 Statica punctului material liber

Punctul material constituie o idealizare. Prin punct
material 1iIn mecanicd ,se 1intelege o portiune de material
suficient de micd pentru a pdstra proprietatile fizice ale
corpului dar suficient de mare astfel ca structura atomica sa
nu apara 1in evidentd. Dimensiunile punctului material se
considerada neglijabile. Din acest motiv toate fortele ce vor
actiona asupra unui punct material vor fi considerate vectori

legati (Figl.l.a). Dacd asupra unuli punct actioneaza mai multe
forte,f;p”,f;, acestea vor putea fi compuse cu ajutorul regulii

paralelogramului si se obtine o rezultantd unicd, (Fig. 1.1.Db).

~1
|

Figura 1.1

F=F +Fy+..F, (1.1

Pentru a compune cele n forte, se aseaza intr-o ordine

oarecare vectorii reprezentativi astfel ca originea unuia sa se
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afle in vérful celuil precedent. Vectorul ce are originea 1in
originea primului si wvarful 1Iin extremitatea ultimului este
vectorul rezultant. In spatiu orice vector poate fi descompus
dupd directiile a trei vectori necoplanari. Daca cei trei
vectori sunt ortogonali atunci ei pot fi situati pe trei axe

reciproc perpendicularei pe care le vom nota x, vy, 2z 1lar

versorii acestor axe vor fi notati 1i,j,k

Proiectia unui vector pe o axa este egald cu produsul scalar
dintre wvectorul —respectiv si versorul axel respective.

Astfel, ]

iar vectorul poate fi scris:
V=vi+ v, i+ vk =(Vi)i+ (Vi) j+(Vk)k (1.3)

Prin descompunerea celor n forte, F,,..F, dupa axele sistemului

Oxyz avem:

i (1.4

Fo= X+ Yij+ 7k
R=R,i+R,j+R,k

Cum

~|
I
gl
e
-
ol

va rezulta:
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Rx = ZFkx
k=1

Ry =2Fy
k=1

Rz = szz ( 1 6)
k=1

iar madrimea rezultantei va fi:

R =\RI+R;+R: -7

Pentru a preciza pozitia rezultantei R wva trebui sa
precizam unghiurile [ [] [J pe care aceasta le face cu cele trei

axe. Rezulta:

cosa =

In baza principiului inertiei punctul material isi va
pdstra starea de repaus dacd asupra sa nu lucreaza nici o

forta. Matematic acest lucru se scrie:

Conditia (1.9) se poate exprima si cu ajutorul proiectiilor:

Rx=0;Ry=0;Rz=0 (1.1
0)

Sau:

Y Fix=0; Y Fiy=0; 2F.=0
k=1 k=1 k=1



1 Statica punctului material

Problemele de staticd a punctului material liber prezinta
douda aspecte

a) Probleme 1in care se cunosc fortele aplicate punctului

material si se cere pozitia punctului cénd acestea sunt 1in

echilibru.

b) Probleme in care se impun pozitia si se cere

determinarea fortelor care-1 mentin in aceastd pozitie.

De reguld sistemul de ecuatii 1.11 este compatibil

determinat dacd contine trei necunoscute in cazul spatial si

doud necunoscute in cazul plan.

1.2 Statica punctului material supus la legaturi

Pozitia wunui punct material este caracterizatd de trei
parametri in cazul spatial si de doi parametri in cazul plan.
Daca se considerd cazul spatial acestea pot fi coordonatele
carteziene x,y,z, ale punctului material.

Prin legdturd se 1intelege o restrictie geometrica la care
este supus punctul material. Astfel spus, punctul material
este obligat sa ocupe numail anumite pozitii din toate pozitiile
posibile. Daca 1intre parametrii ce caracterizeazda pozitia
punctului va fi o legdturad punctul va fi obligat sa se miste pe
o suprafatd. Dacada vor fi douda legdaturi punctul se va misca pe
0 curbd iar dacd vor exista trei legdturi pozitia punctului va

fi fixa, (Fig. 1.2 a si 1.2 Db).
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Figura 1.2

Pentru punctul material supus la legdturi conditia 1.9 nu
mai este suficientd pentru pdstrarea echilibrului.
Legaturile unui punct material sunt:

- rezemarea pe o suprafata

- rezemarea pe O curba

Legdturile se numesc unilaterale atunci cand restrictia
impiedica deplasarea numai intr-un singur sens (exemplu legarea
cu fire inextensibile) si bilaterale atunci cand deplasarea
este impiedicatd in ambele sensuri (exemplu un inel ce aluneca
pe o sarmd) .

Rezolvarea problemei in acest caz se face utilizadnd axioma
legaturilor, care postuleaza:

7 O legdturd geometricd poate fi Inlocuitd cu o forta
denumitd forta de legdturd sau reactiune. Sub actiunea fortelor
efectiv aplicate si a fortelor de Ilegdturd punctul material
poate fi considerat liber.’’

Practic se desface legatura iar in locul ei se introduce o

forta R asfel ca:

R+R'=0 (1.1

sau cu ajutorul proiectiilor pe axele reperului Oxyz

R,+R',=0; R +R',=0; R, +R' /=0 (1.1

Se considerd un inel obligat sd rdmdnad in echilibru pe un

cerc (Fig.1.3).
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Figural.3

Intr-o pozitie oarecare forta exterioard este greutatea G.

Componentele rezultantei ?ﬁsi ale rectiuni R' le

descompunem dupd directia radiald si cea tangentiald astfel:

R =R, +RiR'=N+T (1.1
4)

E; are tendinta de a desprinde punctul 1in directia
normalei. Acesteia i se opune Nﬂreactiunea normald) .
EI tinde sd deplaseze punctul in lungul curbei. Ei i se

opune T reactiune tangentiald sau fortd de frecare.
Din punctul de vedere al existentei reactiunii tangentiale

legaturile se clasifica in:
- legdturi ideale T=0

- legdturi cu frecare T#0

1.3 Echilibrul punctului material supus la legaturi fara

frecare.
a) Consideram punctul aflat pe o suprafata lucie actionat
de rezultanta fortelor efectiv aplicate, (Fig.l1l.4). Fortele



din
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ecuatia R+R'=0 1le descompunem dupda normala unicd 1in

punctul M la suprafata si tangenta tt din planul determinat de

normald si directia forteiR . Scriem ecuatiile:

R=R,+R; R=N+T
0

=
i

0=R, =

Concluzii:

1)

pentru ca un punct sa fie in echilibru pe o suprafata
lucie, rezultanta fortelor aplicate trebuie sa aiba
directia normalei la suprafatd in acel punct.

Reactiunea in cazul unui punct sprijinit pe o suprafata

lucie este dirijatda intotdeauna dupd normala la suprafata

in punctul considerat. Trebuie determinat numai mdrimea
acesteia.
b) Consideram ca punctul se afla pe o curba lucie.

In acest caz directiile de descompunere a rezultantei R sunt:

directia tangentei la curba (unic determinatad)

normala la curba cuprinsa in planul determinat de tangenta

si rezultantaﬁ; (Fig.1.4).

Figural.4

Din nou:
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R=R,+R; R'=N+T
0

=l
i

0=R, =

Concluzii:
Rezultanta fortelor efectiv aplicate trebuie sda fie cuprinsa 1in
planul normal la curba din acel punct. Reactiunea introdusad de
legdtura fara frecare pe o curbd lucie este o forta situatd in
planul normal la curbd.Are si mdrimea si directia necunoscute.
Pentru determinarea acesteia se considera descompusa dupa

directia normalei principale si a binormale astfel:
R =R,*R;

14 Echilibrul punctului material supus la legaturi cu

frecare.

Fie un corp considerat punctiform de greutate G care se

sprijind pe o suprafatd asprd ca in Figura.l.5. Pentru Q<F_,

corpul nu se misca. Dacd Q=F

max COrpul 1ncepe sa lunece.

Notdnd cu o wunghiul dintre reactiunea R' si normala la plan

conditia ca sd nu avem alunecare este:

‘ﬂ < ‘N‘tga
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el

Rl

Figura 1.4

Coulomb a pus 1in evidentd proportionalitatea dintre forta
de frecare si apdsarea normald. Factorul de proportionalitate
este o mdrime adimensionalda si se numeste coeficient de

frecare, de alunecare.

=i

Marimea coeficientului de frecare depinde de materialele in

contact si starea suprafetei celor doud corpuri. Acesta se

noteazd cu p. Unghiul format intre normala N si rectiune R' se

numeste unghi de frecare.

Forta de frecare (caracterizare):
- are modulul rTnme:phﬂ cand este maximd. Cand nu se atinge

aceasta valoare are modulul nedeterminat;
- directia tangenta la suprafata ;
- sensul opus tendintei de deplasare a punctului material;

- punctul de aplicatie in punctul de contact al corpurilor.
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II . Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte.

a
2.1. Caracterul de vector alunecator al fortei aplicate

unui rigid.

Corp rigid este corpul pentru care distanta dintre oricare
doud puncte nu se modificd. Rezultd de aici ca:
- doud forte direct opuse si egale aplicate in doua puncte
ale unui rigid nu produc nici un efect.
- intr-un sistem de forte ce actioneaza asupra unui rigid
se pot suprima sau introduce douad forte egale si direct opuse

farda a modifica efectul sistemului de forte asupra rigidului.
ﬂ%

\ \

/\
\
\
\
B

2) / b) C)

Figura 2.1

Fie o dreaptd ce trece prin punctele A si B ale unui
rigid, (Fig.2.1), iar in punctul A actioneaza fortaf. A doua

concluzie permite a introduce fortele Fsi F in punctul B.

Forta F din A si forta ~Fdin B, conform primei concluzii nu

produc nici un efect si se pot suprima Fig2.l1l b. Raméne forta

Fdin B, (Fig2.1lc). Cum nu s-au efectuat decét operatii care
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nu modificda efectul sistemului de forte asupra rigidului,
rezulta ca efectul forteil Fdin A este acelasi cu efectul

fortei ?aplicate in B, si de aici, caracterul de vector

alunecdtor al fortei aplicate rigidului.

2.2 Momentul fortei in raport cu un punct. Proprietati.

Momentul fortei in raport cu o axa.

Definitie. Se numeste moment al unei forte Fin raport cu un
punct O numit pol, produsul vectorial dintre vectorul de

pozitie al punctului de aplicatie al fortei A in raport cu

punctul O si vectorul F.

ML(F)=1xF (2.

Eﬁﬁﬂ este un vector , (Fig.2.2):

M, (F)

Figura 2.2

- aplicat in O,
- perpendicular pe planul vectorilor ;si ?,

- sensul dat de regula burghiului (se aplica vectorii r si

F in O iar sensul este sensul iIn care inainteazd un burghiu

drept care se roteste astfel ca r sa se suprapuna peste F pe
drumul cel mai scurt).

- mdrimea este mdarimea unui produs vectorial

11
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M,(F)= i [Fisina (2-
2)

Unitatea de masurd este N.m, (newton inmultit cu metru).

Proprietdtile momentului fortei in raport cu un punct:

l.este nul cénd suportul fortei trece prin pol,(;zo),
2.momentul nu se modificd daca forta alunecad pe propriul ei

suport, (Fig. 2.3).

Figura 2.3

Mo(F)=11xF = (0,0 + OA)xF = 0,0 F + OAxF = rxF = My(F)

0,0xF=0 ( deoarece vectorii sunt coliniari)
Forta aplicatda unui rigid este caracterizatd de doi wvectori
Fsi M (F) dati prin:

F=F,i+F,j+FKk
MO(F)=Mxi+Myj+MZk (2.

Cei doi wvectori sunt caracterizati de sase parametrinFy,Z, si

hdphdwhdz. Acesti parametri nu sunt independenti deoarece ?si

Eﬁﬁw sunt perpendiculari (produsul scalar este nul).

12
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F-Mo(F)= Fu My + Fy M, + F, M, = 0

(2.

4)

3. Momentul fortei se modificd la schimbarea polului,
(Fig.2.4).

O!

Figura 2.4

Mol(F)='x F= (00 +1)x F = 0O x F + 1xF = My + 0O x F

Momentul unei forte In raport cu

O!
forteil

este egal cu momentul
in raport cu O,la care se adauga momentul aceleiasi

forte, consideratd insd cu punctul de aplicatie iIn O.

Expresia analitica a momentului unei forte:

r=xi+yj+zk

F=F,i+F,j+Fk

i ] k
M(F)=txF=|x y z|=(yF,~2F,)-i+(zF,~xF)j+([xF -yFJX (2.
F. F, F, o)

sau cu ajutorul proiectiilor:

13
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Mx=YF,—ZFy;
My =ZF—XF;;
Mz:XFy_ny' (2'

6)
Momentul fortei F in raport cu o axd (A) este egal cu
proiectia pe acea axd a momentului fortei calculat In raport cu

un punct oarecare de pe acea axa.

Fie u versorul axeiA.

M, (F) =u(f x F) =urF. 2.

Momentul fortei in raport cu o axa este un scalar (produsul

mixt al vectorilor ﬁjﬂFJ
Proprietdtile momentului unei forte in raport cu o axa:
a) momentul fortei in raport cu o axd este nul cand
- forta este paralela cu axa ;
- suportul fortei intdlneste axa;
- suportul fortei coincide cu axa.

b) momentul este un invariant fatd de deplasarea punctului

O pe axe.
Demonstratie:
Fie O si (O doud puncte de pe axa A. Mol(ﬁ):m(l_?)+010xl_7

conform proprietdtii (3) a momentului in raport cu un punct.
Multiplicam scalar ambii membri cu u.

ILR@;G):G-§5@)+G-E{6x§). Darﬁ-@iaxﬁ)zo pentru ca u si 6;6
sunt coliniari . (un produs mixt este nul cdnd doi wvectori sunt

coliniari). Expresia analiticd se obtine exprimdnd produsul

scalar al vectorilor uwFr cu ajutorul expresiei analitice.

1 = cos(a)i + cos(B)j+ cos(y)k, cos(oc)2 + cos(B)2 + cos(y)2 =1

pentru cd ueste versor

14
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r=xi+yj+zk

F=F,i+F,j+F,k

cos(a) cos(B) cos(y)
M, (F)=utF=| x y z
E 8 (2.8

X y z

Teorema lui Varignon, iIn raport cu un punct Enuntul
teoremei este urmdtorul:

Pentru un sistem de forte dat care admite o rezultantd
unicd, momentul forteli rezultante In raport cu un punct este
egal cu suma vectoriald a momentelor fortelor componente

calculate in raport cu acelasi punct.

Demonstratie:
Fie fi,un sistem de forte concurente in M ; k=1,2,...n.
ﬁ?zZﬁk. Momentul rezultantei iiJMJRJ:;xﬁﬂ Suma momentelor

k

1

fortelor Fy : iMO(F_k):i;xF_k:;xiF_k:;xE.
k=1 k=1 k=1

Daca se multiplicd scalar relatia 2.9 cu versorul u al unei

axe oarecare(A) se obtine

Rezulta:

MA(ﬁ):ZMA(ik) (2.10
k=1

15
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Relatia 2.10 exprimda matematic teorema lui Varignon
aplicatda in raport cu o axa sl se enuntd: Pentru un sistem de
forte care admite o rezultantd unicd momentul  forteil
rezultantei in raport cu o axd este egal cu suma algebricd a
momentelor fortelor componente calculate In raport cu aceiasi

= ”

axa.

2.3. Cupluri de forte.

Definitie: Se numeste cuplu de forte un ansamblu de doud
forte paralele egale in modul si de sens contrar

Pentru caracterizarea cuplului trebuie precizate:
- modulul fortelor,
- bratul cuplului [ (Fig.2.5) (distanta dintre suporturile
celor doua forte),
- planul cuplului (planul definit de directiile celor doua
forte)
- sensul in care cuplul tinde sa roteasca corpul. (reprezentat

prin sageata curba).

d

Rezultanta cuplului este nula.

R=F-F=0 (2.1
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1)

Momentul cuplului in raport cu un punct oarecare are

valoarea:

)xF = ABxF = M, (2.1
2)

Relatia 2.12 justifica ca FZO nu depinde de punctul fata de
care s-au calculat momentele celor doua forte c¢i numai de
punctele A si B (sau oricare alte puncte de pe suporturile
fortelor). Momentul cuplului este un vector liber. Momentul
cuplului este unul din cele mai simple sisteme de forte ce
actioneaza asupra unui rigid. Efectul aplicarii 1lui asupra
unui rigid este o rotatie asupra unei axe perpendiculare pe
planul cuplului.

Proprietdtile momentului cuplului:

- momentul cuplului este un vector liber care actioneaza 1in

oricare punct al sistemului;

- modulul cuplului

|M|=|F||AB|sin[ Z(F,AB)] =|F|d (2.13

d = bratul cuplului
- momentul cuplului are directia perpendiculara pe planul
cuplului;
- sensul momentului cuplului se determind cu regula burghiului
drept.

Definitie: doud cupluri sunt echivalente daca au acelasi
moment
Doua cupluri echivalente au acelasi modul, acelasi sens si

actioneaza 1iIn acelasi plan sau 1in plane paralele. Se
obisnuieste a se nota un cuplu prin (ﬁ—ﬁxﬂ indicdndu-se astfel
valoarea fortelor care-l1 compun si Dbratul sau. Se pot

demonstra urmdtoarele doud proprietati:

17
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a) un cuplu poate fi mutat oricum in planul sau (fie prin
deplasarea fortelor pe suporturile lor sau paralele cu ele
insesi sau prin rotirea fortelor cu acelasi unghi si in acelasi

sens ) fdra ca efectul sdu sa se schimbe.

b) un cuplu Gﬂ—ﬁd) poate fi inlocuit cu un alt coplanar

G&—ELd) cu conditia sa aibad acelasi moment (F-d::E-dJ si acelasi

sens de rotatie.
Compunerea cuplurilor

In compunerea cuplurilor se distinge doud cazuri

a) cuplurile sunt situate 1in acelasi plan sau in plane

paralele.

Fie Gﬁ—fh&)@;—f;g» ..... ﬁ%—Fde n cupluri coplanare. Conform

relatiei (2.1) si a posibilitdatii de inlocuire a unui cuplu cu

un cuplu echivalent; fortele fo;mii pot fi aplicate 1in
punctul A iar fortele —Ehn—f; in punctul B. Putem scrie:
Mk:AkBkXﬁk:_E;XF'k (2'1
2)

sau iIn modul:

|Fk|dk :|F'k|d’ k=1,2,,n

Prin urmare, in punctul A au fost aplicate n forte concurente

f;f;“ii si in punctul B la fel au fost aplicate —f;—ﬁ;“ii.
Compunerea celor doud sisteme de forte concurente in A si in B

vor conduce la doud rezultante paralele de sens contrar si

egale in modul, R si —R. Acestea vor forma la randul lor un

nou cuplu al cdrui moment va fi.

M= ABxR (2.1
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Astfel

ABxR = ABxF\+ABxXF',+...+ ABxF'

n

care scrisa concentrat.

M:ZMk (2.1
k=1

Relatia a fost scrisa pentru proiectiile momentelor cuplurilor
pe directia perpendiculard pe planul acestora.

Concluzie:
Compunerea mai multor cupluri coplanare conduce la un cuplu
situat in acelasi plan, al cdrui moment are mdarimea egald cu

suma algebrica a cuplurilior componente.

b) cupluri situate in plane oarecare.
Fie cuplurile Gi;f;dJ k= 1,2 ....n situate in plane
neparalele, (Fig. 2.7). Momentele acestor cupluri sunt
vectorii liberi iﬂjﬁ;“izz perpedticulari pe planele cuplurilor

respective. Determinarea momentului acestor cupluri in raport

cu un punct arbitrar O se face cu relatiile:

M= Sox s rx R $ - r = Sacmo = S

k
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Figura 2.7

Se poate conchide:

n
M:ZMk (2.1
k=1

S)

Adicd, un sistem de n cupluri necoplanare pot fi iInlocuite
cu un singur cuplu al cdruli moment este egal cu suma vectoriala

a momentelor componente. Cuplul rezultant se afld situat Intr-

un plan perpendicular pe directia vectoruluil M.

2.4 Reducerea sistemelor de forte aplicate unui rigid

Incdrcdrile unei piese dintr-un ansamblu mecanic sunt
deosebit de wvariate de la caz la caz. Adeseori se constata ca
sistemele de forte diferite au efecte mecanice similare. Apare
ideea care constd in a reduce sistemul de forte ce actioneaza
asupra unui rigid la un sistem mai simplu, dar care sa produca
acelasi efect mecanic. Aceastd operatie poartda denumirea de
reducere a sistemului de forte. Obftinerea sistemelor de forte
echivalente are la bazada operatiile elementare de echivalenta
care constau in

a) deplasarea unei forte ce actioneazd asupra rigidului in

lungul suportului

20



11 Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte

b) suprimarea sau introducerea in sistemul de forte initial
a doud forte egale si direct opuse.
¢) inlocuirea mai multor forte concurente prin rezultanta

lor sau inlocuirea unei forte prin componentele ei.

Se considerda un rigid actionat de o forta F in punctul A,

(Fig. 2.8).

Figura 2.8

In punctul O se aplicd un ansamblu de doud forte egale in modul

cu F dar de sensuri contrare. Forta F din A si forta ~F din ©

formeaza un cuplu de forte al cdruli moment este:

M, =1, xF (2.16

Reducerea fortei F in raport cu punctul O conduce la un

ansamblu compus dintr-o forté? si un momentiﬂ. Acest ansamblu

se numeste torsor de reducere in O al fortei F aplicatd in A

_ F
To = Mo (2.1

si se noteazd simbolic:
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11 Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte

Desi momentul cuplului este vector liber a fost marcat cu
indicele 0 pentru a se preciza punctul in care s-a facut
reducerea.

Torsorul de reducere exprima efectul mecanic exercitat
Intr-un punct al rigidului de o fortd ce actioneaza iIn alt
punct al acestuia

Prin reducerea unui sistem de forte oarecare se 1intelege
inlocuirea sistemului cu torsorul sdu. Daca se face reducerea
intr-un alt punct al rigidului O’ forta nu se modifica iar
momentul se modificda conform relatiei deduse 1la variatia

momentului unui vector la schimbarea polului.

{Mi} {ofp} { f—)xF} {W())?}{j?} -
TEENCINLIEE. K

Relatia (2.18) aratd ca la schimbarea polului de reducere se

modifica momentul cuplului. Daca asupra rigidului va actiona un

ansamblu de forte F,F,F« aplicate in punctele A[,A,,...,Ay, ,A,,
(k=1,2..,n). Pentru reducerea sistemului de forte 1Intr-un

punct O fata de care punctele de aplicatie ale fortelor au

vectorii de pozitie rpbr2..rn Se reduce fiecare din n forte

aplicate in O si n momente WM;M,....M, Ccorespunzatoare acestora

unde:
Mi = 11X F Ma = 12X F23e:My = 10 X Fy

Torsorul rezultant pentru sistemul dat corespunzator

punctului de reducere ales va avea componentele:

:{R}: kz::]Fk

To — n—

Mo kz:rkka
=1
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11 Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte

9)

facédnd reducerea in puncte diferite se cauta in continuare
care sunt marimile ce nu se modificda la schimbarea polului de

reducere. Fie punctul de reduce 0O'.

M=
<]
o
]
-
-
X
W"ﬁ
.
L

n n n n n n
Zf’kXﬁk = Z(@'ka))(ﬁk = Z@Xﬁk +ka Xik :O_OX Zﬁk +ZMOk =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
n _
=2 Mg, ~0'0xR
k=1

In final se obtine:

R R 0 (2.2
Y7 Mo -00xR| M) [00xR 0)

Relatia 2.20 aratda ca forta rezultantd este un invariant al
operatiei de reducere (nu depinde de alegerea polului).

Un alt invariant se obtine prin multiplicarea scalara a
relatiei <care exprimda legdatura dintre momentele rezultante

pentru torsorii aceluiasi sistem in punctele O si O’.
Mov :MO —O'OXK :KMO' == RMO —K(O'OXK) .

R(O'OxR)=0

deocarece daca doi factori sunt egali intr-un produs mixt acesta

se anuleaza
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11 Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte

R-Mo =R Mo (2.21
)
Relatia (2.21) se poate scrie:
R o= R Mo
RIT R (2.2
2)
Se observda ca vectorul ﬁq reprezinta versorul fortei
rezultante. Cu aceasta observatie relatia 2.22 spune ca:

proiectia vectorululi moment pe directia forteil rezultante este
constantda in orice punct de reducere.
Exprimarea produsului R-Mgcu ajutorul componentelor carteziene

conduce la o suma de trei produse.

(2.2
3)

R Mo = Rx Mox + Ry Moy + R, Mo,

Aceastda suma poarta denumirea de trinomul invariant @ al

sistemului de forte: fi k=1,2,..n.

Doua notiuni importante legate de sistemele de vectori
sunt:

a) torsorul minimal

La reducerea unui sistem de forte aplicate unui rigid se obtine
un torsor format dintr-un vector rezultant Rsi un vector

moment rezultant M, . Descompunerea dupa douda directii (una

paralela si cealalta normaf%) a vectoruluil Kzova da doua

componente M; si M, (Fig. 2.9)
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Figura 2.9

M, =M, +M, (2.2

La schimbarea polului de reducere M, se modifica iar M; este
un invariant. Rezultd cd la schimbarea polului de reducere se
modificda numai componenta M. Relatia 2.24 aratd ca exista

puncte in care vectorul moment rezultant are o valoare minima

si aceastd valoare se obtine cadnd M =0. In acest caz M =M

N O R

si este paralel cu vectorul R.

Torsorul alcdtuit din rezultanta R si momentul minim

M,.=M; se numeste torsor minimal.

_{ R }_ > F,
Tmin_M_ _k_:l

M

(2.2
S)

Expresia lui M, se determind fdcdnd produsul dintre mdrimea

acestuia, data de 2.22 si versorul IR al vectorulul rezultant

=
Z
| =
|

M,
RZ

M in — Mmin;R = MR;R = ° K

m

IR

=l
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(2.2
6)

b) axa centrala
Axa centrald este locul geometric al punctelor din spatiu In
care momentul rezultat are valoarea minimd. Pentru obtinerea
ecuatiei axel centrale se considerd un punct P« 4, - 1n care
este satisfdacutd conditia de torsor minimal. Se determina

momentul In acest punct si se pune conditia ca acest moment sa

fie coliniar cu R.

Pk
MP:MO_@XﬁzMOX;_’_MOyj_'—MOZE_'— X y Z
Ry Ry R,
Ecuatia axeil centrale
Mo, —YR, +zR, Mg, —zR +xR, Mg, —xR, +yR, (2.2
R - R - R, 7)

X y

Denumirea de axa centrald se Jjustificda prin expresiile ce
apar in ecuatiile 2.26. fiecare egalitate considerata separat
reprezintd o combinatie liniard in variabilele x,vy,z, egalata
cu zero care este ecuatia wunui plan. Axa centrald este

intersectia a douada plane, deci o dreapta.

2 5. Cazurile de reducere ale sistemelor de forte

Pentru un sistem de forte aplicat unui rigid presupunem ca s-

a fdcut reducerea 1intr-un punct oarecare si s-a obtinut un

ol
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11 Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte

Cazurile de reducere sunt situatii distincte cand una sau
ambele componente ale torsorului de reducere se anuleaza.
Se disting:
Cazul I:

R=0
To = M. -
0=

Sistemul de forte este in echilibru si se numeste sistem

echivalent cu zero.

Cazul II:

R=0
To = —
°© M, =0

Sistemul este echivalent cu un cuplu ce actioneaza intr-un plan

perpendicular pe KZO. Sistemul tinde s& dimprime corpului o

miscare de rotatie pupd o axa paralela cu vectorul KZO.

Cazul III:

R=0
To =9 —
° M, =0

Sistemul este echivalent cu o fortd unicd R aplicatd in
polul de reducere (suportul rezultantei este axa centrala si
trece prin polul de reducere). Sistemul tinde sa imprime

corpului o miscare de translatie rectilinie.

Cazul IV:
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11 Sisteme de forte. Reducerea sistemelor de forte
{iii()}
To =1—
M, #0

Se disting doua subcazuri:
IV a ) R-M, =0;
Sistemul este echivalent cu o fortd unicd R situatd pe axa

centrala. Kl)D~ aratd cda axa nu trece prin polul O dar este

perpendiculara pe M, .
IV b) R-M,#0;

Sistemul este echivalent cu torsorul minimal aplicat pe axa

centrald compus dintr-o forta R si un cuplu [F,~F,d] care
actioneaza 1intr-un plan normal pe axa centrala iar bratul

cuplului dat de

F] (2.28
)
Sistemul are tendinta de a imprima rigidului o miscare de

elicoidala in jurul axei centrale.

2 6. Reducerea sistemelor particulare de forte

Dintre toate sistemele particulare de forte un interes
deosebit 11 prezintd sistemele de forte paralele. Se considerd
un astfel de sistem in care toate fortele sunt paralele cu un

versor u, (Fig. 2.10).
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X
7
Figura 2.10
F=F-u, k=1,.n
Kziﬁk:iFkﬁ:ﬁ(iE)
k=1 k=1 k=1
N . , (2.29)
Mo: _kx_k: (kaFku):|: (Fkrk):|xu
k=1 k=1 k=1

Din relatiile 2.29 reiese ca:

- vectorul rezultant Reste coliniar cu versorul U iar
marimea sa este egalda cu suma algebricd a scalarilor tuturor
fortelor.

- vectorul moment rezultant este perpendicular pe fiecare

din fortele sistemului. deoarece

Cazuri de reducere

Cazul I:
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R=0
To =9 —
° M, =0

Sistemul de forte dat este echivalent cu zero (echilibru).

Cazul II:

R=0
To = —
°© M, =0

Sistemul de forte este echivalent cu un cuplu de moment M, .

Cazul III:

Sistemul de

forte dat este echivalent cu o fortd unica R

situatd pe axa centrald care trece prin polul de reducere.

Cazul IV:

R#0
T, =9
°© M, =0

Sistemul de forte care se reduce la o fortd unicad aplicata pe

axa centrald si nu trece prin polul de reducere.

Axa centrald se determind din <conditia ca 1In punctele

acesteia momentul rezultant sa fie nul. Fie P un punct de pe

axa centrald. In acest caz

M, =M, -OPxR =0

Cu expresiile lui Kl) si ale lui R din (2.29)
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(2.30)

Produsul vectorial este nul cé&nd vectoriili sunt coliniari. Adicdad

n n

2:?%](—f§:Tizzaﬁ; [].- un scalar oarecare
k=1 k=1

n —_—

~ > E1
OP=r=F——— u
n n
XE 2K
k=1 k=1

Cu notatiile

ikak
_ - o
T, =% ; A=—
2 2
k=1 k=1
ecuatia axel centrale devine
T=Tc+AT (2.31

Ecuatia (2.29) este ecuatia unei drepte ce trece prin punctul
de wvector de pozitie 1, si are directia caracterizata de
versorul u.

Punctul C poarta numele de centru al fortelor paralele.
Considerédnd cd C(§,n,)coordonatele acestuia se obtin din

proiectarea pe axe a ecuatiei vectoriale.
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n
D F (X + Yy j+ 2K)
Te = &i+nj+Ck =

5i (2.32
Fy
k=1 )
sau prin proiectiile pe axe
n n n
> xRy > viF >z Fy
k=1 k=1 k=1
E*‘ T n » M= n ’ C-’ ~
Fy Fy Fy
k=1 k=1 k=1 (2.33

Proprietati ale centrului fortelor paralele:

a) pozitia centrului fortelor paralele nu se modifica daca
toate fortele sistemulul se rotesc in acelasi sens. (deoarece
expresia lul I, nu depinde de u)

b) pozitia centrului fortelor paralele nu se modifica daca
modulele fortelor se amplificd cu un scalar nenul. (rezultad
imediat din expresiile 2.33)

c) pozitia centrului fortelor paralele nu depinde de
sistemul de referintd ales, fiind o caracteristica intrinseca a
sistemului. Intr-un alt sistem de referintid, (Fig. 2.11),

existd relatiile:

n n n n
2EE DM+ FOR YRR D T\E
k=1 k=1 =l ial %, +F

- n = n = n n c
2K 2 F >E  2F
k=1 k=1 k=1 k=1

Vectorul de pozitie al centrului fortelor paralele se modifica

-
e

ca si wvectorul de pozitie al wunui punct oarecare Ag. 0
aplicatie imediatd este determinarea pozitiei <centrului de
greutate. Dacda se considera ca pe intreaga masda a corpului
acceleratia gravitationald este constantd ca marime si directie

(notatd cu g). Pentru un sistem de puncte materiale mx situate
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in punctele de vectori de pozitie TIzcoordonatele centrului de

greutate G are expresiile:

Figura 2.11

n n n

kzlkak kZ:IYkmk kZ:]kak

X ="A0—; yo="FH—; z,=F—; M
G ; G ; G ;

M

(2.35

Il
M=
B

,v
i

Pentru sistemele cu distributie continud a masei, sumele devin

integrale iar pozitia centrului de greutate va fi data de:

d d d
xG:J.VXTm; yg:J‘Vmi; zg:J.VZTm; unde M:J.Vdm (2.36)

unde V este volumul ocupat de corpul cu masa distribuita

continuu.
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111 Statica rigidului

ITT. Statica rigidului
3.1 Statica rigidului liber

Un rigid se numeste liber daca pozitia sa este determinata
numai de fortele exterioare F =X, i+ Y j+Z.k, k=12,...,n ce
actioneaza asupra lui. Conditia de echilibru a rigidului liber

este ca torsorul fortelor aplicate sd fie nul. Matematic:

R R=0
T, = Mo =0= H():O (3.1)

Ecuatiile 3.1 proiectate pe axele de coordonate furnizeaza un

sistem de sase ecuatii scalare:

n n n
DX =0;2Y, =0 2.2, =0 (3.2)
k=1 k=1 k=1
n n n
DM, =0;>M, =0; DM, =0 (3.3
k=1 k=1 k=1

In cazul unui sistem de forte plan componentele fortelor nenule
numai dupd axele Oy si O, iar toate momentele lor vor fi paralele
s totodata perpendiculare pe planul fortelor. De aici concluzia

cd ultima ecuatie de proiectie a fortelor ti primele doud ecuatii

de momente vor fi identic verificate. Ramdn de satisfacut
ecuatiile:
n n n
X =0, Y, =0, DM, =0 (3.3
k=1 k=1 k=1
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111 Statica rigidului

3.2 Numarul de grade de libertate ale unui rigid liber

Experienta arata ca pozitia unui rigid este complet
determinata daca se cunosc pozitia a trei puncte necoliniare
A (X1,V1,21), Ro(X2,V2,22), Asz(Xs3, V3, 2Z3). Aparent pozitia rigidului
ar fi determinatd de cele noua coordonate ale acestor puncte.
Aceste coordonate nu sunt independente. Datorita conditiei de
corp rigid distantele dintre cele trei puncte trebuie sa

invariabile.

d=AA,= \/(Xl _Xz)2 +(3’1 - Y2)2 +(Zl _Zz)2
d,=AA; = \/(xz —x3)2 4—(y2 —y3)2 4—(22 —23)2
d,; =AA, = \/(X3 _Xl)2 +(Y3 - 3’1)2 +(Z3 _Zl)2

Intre cei noud parametri existd trei relatii de legidturd (3,4).
Ramdn numai sase parametri independenti. Acesti parametri se
numesc grade de libertate. Spre exemplu, dacd raportam miscarea
rigidului la un sistem cartezian aceste grade de libertate se vor
materializa prin posibilitatea executdrii a trei rotatii si a
treil translatii in jurul si respectiv in lungul fiecdrei axe.

In cazul in care rigidul este liber in plan, din cele sase
miscdri nu vor mai putea fi executate:

- translatia dupa directia perpendiculard pe plan,

- doua rotatii in jurul a doua axe perpendiculare continute in
plan.
Astfel rigidul in plan poate executa doud translatii dupa doua
axe perpendiculare cuprinse in plan si o rotatie dupa o axa
perpendiculard pe plan. In concluzie, un rigid in plan are trei
grade de libertate.

Problemele staticii rigidului liber presupun:
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111 Statica rigidului

- determinarea pozitiei de echilibru cé&nd se cunosc fortele
aplicate
- determinarea fortelor ce trebuie sa actioneze asupra
rigidului astfel ca acesta s& ocupe la echilibru o anumita
pozitie.
In ambele cazuri trebuie analizatd posibilitatea de rezolvare a
problemei existédnd si posibilitatea incompatibilitdatii sau a

nedetermindrii.

3.3 Statica rigidului liber supus la legaturi fara frecare

Rigidul supus la legaturi cdruia 1 se impune o anumita
restrictie geometrica (ex. un punct al rigidului sd rdmédnd pe o
suprafatda, pe o curbad sau fix). $i aici ca si iIn cazul punctului
material se aplicad axioma legdaturilor: orice legdturd poate fi
Indepdrtatd si Inlocuitd cu elemente corespunzdtoare (forte,
cupluri) numite forte de legdturd sau reactiuni astfel ca rigidul
sub actiunea fortelor efectiv aplicate si a reactiunilor sd poatd
fi considerat liber.

Se considerda un rigid supus la legadaturi, Fig.3.1, contactul

fadcadndu-se in punctul O.

Figura 3.1
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Torsorul de reducere in O al fortelor exterioare aplicate este:

R
Yo TIM (3.5)
o .
iar dupa suprimarea legdturilor si introducerea reactiunilor,
torsorul acestora va fi
. R
YoM (3.57)

Conditia de echilibru va fi ca:

To+T,=0

Torsorul de reducere al reactiunilor adunat cu torsorul fortelor
conditiile de

aplicate sa dea torsorul nul. Mai explicit
echilibru se scriu:
R+R=0 (3.7
M, +M',=0 )
Ecuatiile (3.7) proiectate pe axe conduc la sase ecuatii scalare

de echilibru.

3.4 Studiul legaturilor fara frecare ale rigidului.

Apar doud aspecte in studiul legdturilor ideale:
aspectul geometric care se ocupda de numdarul de grade de

libertate suprimate de legdatura
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- aspectul mecanic care se ocupa de caracterizarea
reactiunilor ce trebuie introduse dupada eliminarea legaturii.

Reazemul simplu

Un rigid este simplu rezemat cdnd un punct al sdu este
obligat s& ramdnd permanent pe o suprafata sau pe o curba.
Aspectul geometric. Consideradnd punctul de contact unul din cele
trei puncte A,A>,A; necesare pozitiondrii. Din cele noua
coordonate pe langd satisfacerea celor trei conditii de
rigiditate (3.4) coordonatele punctului de contact mai trebuie sa
satisfaca ecuatia suprafetei. (inca o conditie). Rezultd ca un
reazem simplu suprimda un grad de libertate ,rigidului 3i1i mai
ramdn astfel cinci grade de libertate.

Aspectul mecanic :in punctul de contact se duce planul

tangent si normala (unic determinatad) si dreptele Eﬂ; la

intersectia planului tangent cu planul definit de normala si
rezultanta R si dreapta Eﬂ; la intersectia dintre planul tangent

si planul determinat de normald si momentul rezultant RE;, (Fig.

3.2).

Figura 3.2
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Se descompun rezultanta si momentul rezultantei astfel:

R,[[On, R|| Ot;, M,[|On, M,|| Ot,,

En tinde sa deplaseze corpul (C;) dupd normald. Conform
principiului actiunii si reactiunii corpul (C,) rdspunde cu fortd

egald si de sens contrar N;

|

, tinde sa deplaseze corpul (C,;) in lungul dreptei Of,;

M, tinde sa roteascd corpul (C,)in jurul normalei On.

M, tinde si roteascd corpul (C,)in jurul dreptei Ot,;.
Inexistenta frecdarii face imposibila oprirea acestor miscari.

Din punct de vedere mecanic un reazem simplu se inlocuieste cu o

reactiune normald Ndirijatd dupd normala comund In punctul de

contact. Pentru echilibru este necesar
R+N=0,
M, =0.. (3.8)

Ecuatiile (3.8) proiectate pe axe (se alege axa Oz dupa normald)

furnizeazd urmdtoarele ecuatii scalare:

Zn:szo; Zn:Yk+R'y:0; Zn:Zk+N=0;
k=1 Oy: {k-1 Oz K1

Zn:MkZ =0; ZH:MkZ =0;
k=1 k=1

Ox: ¢ 1
ZMkX =0;
k=1
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Relatiile (3.9) sunt valabile pentru cazul spatial. Pentru cazul

plan se obtin ecuatiile:

ZXkZOD ....... ZYk+VZOD ....... ZMkz:0~ (3.10

k=1 k=1 k=1

Articulatia este legdtura prin care un punct al rigidului
este obligat sa ocupe permanent o pozitie fixa. Articulatia
poate fi spatiala (sfericd) sau pland (cilindricd). . (Fig. 3.3

si respectiv Fig 3.4)

Figura 3.3

Aspectul geometric. Din cele nouada coordonate ale punctelor
A,A,,A;, pe lénga conditiile de rigiditate, 1in cazul spatial se

mai impun

Xy =ct. y, =ct. z, =ct. (3.1
1)

si rezultd ca articulatia sfericd suprimd rigidulul trei grade de
libertate. In cazul plan din cele trei grade de libertate se

suprima douda astfel cd mai rdmdne un singur grad de libertate.

40



111 Statica rigidului

Aspectul mecanic. Se considera doua corpuri (C;) si (Cy)
legate printr-o articulatie. In punctul O torsorul de reducere al
fortelor exterioare este alcdtuit din rezultanta iigi vectorul
moment rezultant RE;. Momentul RE; tinde sd roteascd rigidul in
jurul articulatiei. Lipsa frecdrii face <ca oprirea acestei

miscdari sa fie imposibild. Forta rezultanta R tinde s& deplaseze

corpul (C;) de corpul (C;).Conditia de pdstrare a legdturii cere

ca in articulatie sd apard o reactiune R' astfel ca:

R+R'=0 (3.1
2)

In cazul articulatiei sferice reactiunea poate avea orice
directie si trebuie inlocuitd cu o fortd de mirimea R
necunoscuta si orientare necunoscutd. Astfel o articulatie
sfericd se Inlocuileste cu treli reactiuni de mdriml necunoscute
Rk,R&,R;orientate dupd cele trei axe de coordonate.

Ecuatiile vectoriale de echilibru proiectate ©pe axele de

coordonate dau pentru articulatia sferica:

n n n
> X, +R =0 DY +R,=0; > 7, +R',=0;
Ox: <&t Oy: 11 Oz &'
k=1 k=1 k=1
(3.13)
Mdrimea R’ s$i orientarea reactiunii (cosinusii directori ) ai

reactiunii din articulatie se termind cu relatiile:
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R'= [Rv)Z(_i_Rvi_i_Rvi : (3.14
)

12 12 12
X R y z

cos(a) =—p5 cos(B)=—pr3 cos(y) =1

In cazul articulatiei cilindrice reactiunea este cuprinsd 1in

planul normal pe axa de rotatie (fie 0Oz) si trebuie inlocuitd cu

doud reactiuni H si V de marimi necunoscute si paralele cu axele

Ox si Oy, (Fig.3.4).

Figura 3.4

Pentru articulatia cilindrica ecuatiile de echilibru sunt:

X, +H=00 . DY V=00 2 M, =0~ (3.15

Mdarimea si orientarea reactiunii necunoscute sunt date de:

(3.15

\Y
R'=vH? + V?; @WJZE: '

Incastrarea este legdtura in care rigidul p&dtrunde pe o

portiune oarecare 1Intr-un alt rigid fix astfel 1incadt 1 se

anuleaza orice miscare. Aspectul geometric: 1insdsi definitia
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spune ca 1incastrarea anuleaza toate gradele de libertate.

Aspectul mecanic: Fortele exterioare se reduc 1Iintr-un punct

oarecare la un vector Rsi la un vector moment rezultant Mo -

Sub actiunea fortelor aplicate se dezvoltd presiuni de contact in

fiecare punct al suprafetei de contact. Aceste reactiunii se

reduc si ele la un torsor 1, de vector rezultant R’ si un moment

rezultant MYy .

Pentru echilibru trebuie ca:

R+R'=0;
M, + M, =0. (3.16

Inlocuirea unei incastrdri se face ©prin introducerea unei

reactiuni R’ si a unui moment M,, ambele de mdrime si directie

necunoscute. Ecuatiile de echilibru vor fi:
D Xy +R' =0; DY, +R' =0; > Z +R,=0;
Ox: k=1 Oy k=1 Oz k=1
D My, +M', =0 D M, + M =0; D M, +M',=0;
k=1 k=1 k=1
(3.17
)
Pentru cazul plan:
DX +H=00, . DY +V=00, . DM, +M=0 3 18
k=1 k=1 k=1 (3.

Prinderea cu fire. Este echivalenta cu rezemarea unilaterald

pe o sferda (deocarece firele nu pot suporta decdt tensiuni de
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intindere). Prin urmare firul se inlocuieste cu o fortd dirijata
in lungul sdu, avand sensul astfel incat sa intindd portiunea de
fir legatd de rigid. Reducerea se numeste tensiune in fir. Se
mentioneazd cd un rigid poate fi prins cu un numdr de sase fire

in cazul spatial si trei fire in cazul plan.

3 5. Echilibrul rigidului supus la legaturi cu frecare

Frecarea este un fenomen complex care se caracterizeazd prin

aparitia unor forte si a unor momente ce se opun Iintotdeauna

miscdrii relative dintre doud corpuri. Natura fenomenului consta
in deformabilitatea corpurilor reale si imposibilitatea
realizdrii contactului punctiform. Pe suprafata de contact a

corpurilor se dezvoltd o distributie de presiune de contact cu
variatie deosebit de complexd si foarte dificil de determinat. O
alta cauzd ar consta 1in asperitdtile de pe suprafetele ce
marginesc corpurile reale. Aceste asperitati se intrepdtrund in
momentul formdrii contactului si la orice miscare relativa intre
corpuri se deformeazd pé&na la rupere.

Se considera doua corpuri (C; ) si (C, ) care fac un contact

teoretic in punctul O, (Fig. 3.5).
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Figura 3.5

Corpul (C; )este solicitat de un sistem de forte exteriocare care

redus in O formeazd torsorul de reducere al fortelor exterioare

alcdatuit din vectorul rezultant R si vectorul moment M. In

punctul O se construieste planul tangent si normala in punctul de

contact. In planul tangent se considerd dreptele 0t: la

intersectia planului tangent cu planul determinat de wvectorul R

si de normalda si de Ot, la intersectia planului tangent cu planul

determinat de vectorul RI; si normald. Rezultanta R se

descompune dupd directia normala si dreapta Ot; iar momentul

rezultant M dupd directia Ot,. Au loc relatiile:

E:En_{_ﬁt; (Ennonﬂ Et||()t1):

M0 =M +Mt; (MnHOH, Mt||0t2) .

45



111 Statica rigidului

Torsorul de reducere in 0 al fortelor de legdatura este format din

vectorul R’ si momentul My,. Ecuatiile de echilibru al rigidului

sunt:

R+R'=0; (3.19
M, +M', =0. )

Reactiunea R’ se descompune astfel:

R=N+T. (3.20
)
unde
N - reactiune normald (se opune desfacerii legdturii),
T - fortd de frecare de alunecare (se opune alunecdrii 1in
lungul dreptei Otq),
iar momentul MY
M' =M, +M',. M', ||On, M,||Ot,), (3.21
)
unde:
KTP - moment de frecare de pivotare ( se opune rotatiei 1in
jurul normalei),
KTr - moment de frecare de rostogolire (se opune rotatiei 1in

jurul dreptei Ot;).

Ecuatiile de echilibru 3.19 mai pot fi scrise:
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3 6. Caracterizarea torsorului frecarilor

3.6 1 Frecarea de alunecare

Se presupune corpul (C;) rezemat simplu in O pe corpul

3.6).

(3.22

(C2), (Fig.

Figura 3.6

Torsorul de reducere al fortelor exterioare

care solicita

rigidul (C;) se presupune alcdtuit numai din rezultanta R;=§;+j§.
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Principiul actiunii si reactiunii impune ca reactiunea R°~ sa

satisfaca relatia:

unde

R'=N+T.
fn cazul echilibrului cu frecarea R este 1inclinatid cu unghiul
L. fatd de normala On, iar la limita cu L. Forta de frecare la

alunecare pentru echilibru este,

| T|=|N|tg(a) , (3.24
)
iar la limitda
| Tona |=IN[t2(0); (3.25
)
= tg(); (3.26

unde.p este coeficientul de frecare de alunecare iar ¢ este

unghiul de frecare. Au loc relatiile

IT|<WN|, pentru echilibru, (3.27
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IT|=u/N| pentru echilibru la limiti. (3.28

Forta de frecare are urmdatoarele caracteristici:

- directia cuprinsa in planul tangent in punctul de contact;

- sensul opus miscdrii relative;

- mdrimea depinde de natura corpurilor si de starea
suprafetelor;

- marimea ei nu poate depdsi o valoare limita.

Ecuatiile vectoriale de echilibru:

R+R'=0;
M, =0.
(3.29

)

Ecuatiile vectoriale (3.29) furnizeazd sase ecuatii de proiectii

(Axa Oz se alege dirijatd dupada normala On). Ecuatiile scalare de

proiectie sunt:

> X, =0; DY, +T=0; > Z, +N=0;
Ox: ¢ &= Oy: <! Oz !

Zka = 07 ZMky = 07 ZMkz = 07

k=1 k=1 k=1

(3.30

Acestora 1li se adaugd conditia de existentd a echilibrului de

frecare de alunecare.

T<uN. (3.31

Observatii:
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Solutia wunei probleme 1In care apare frecare nu mai este
unica, datorita inegalitdtii (3.31) wvor exista =zone 1in care
aceasta va fi satisfdcuta.

3.6.2 Frecarea de rostogolire

Corpul (C;) se sprijind pe corpul (Cp), (Fig. 3.7)

Figura 3.7

iar torsorul de reducere al fortelor exteriore 1in punctul

teoretic de contact este:

R=R, +K,;
07 M, =M,. [ (3.32

(3.33
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iar ecuatiile de echilibru vor fi:

R+R'=0;
IM, <M, . (3.34

Cuplul Kﬁ tinde sa rostogoleascd rigidul in jurul axei Oy din

planul tangent. Acestuia 1 se opune cuplul iﬁ(momentul de
rostogolire). Experimental s-a constatat cd valoarea momentului
iIﬁ nu poate depdsi o anumitd valoare limita. Aceastd valoare

maximd se exprimd prin relatia:

|Mrmax\ :S|N|' (3.35
)
s - coeficient de frecare de rostogolire cu dimensiunea unei
lungimi. Pentru echilibru trebuie satisfacuta conditia:
M, |< 9. (3.36

Proiectdnd pe axele sistemului Oxyz ecuatiile vectoriale de

echilibru se obtin:

> X, =0; DY, +T=0; > Z, +N=0;
Ox; ﬁzl Oy: nk:1 Oz ﬁzl

> M,, =0, ZMkerMr:O; D> M,, +M=0;

k=1 k=1 k=1

(3.37

la care trebuie addugatda inegalitatea 3.36.
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M, <sN. (3.38
)

Explicatia aparitiei frecdrii de rostogolire constd 1in
deformabilitatea corpurilor. Se considerda o roatd cilindrica de
greutate G si care este in contact cu o suprafata plana (Fig.
3.8). Consideradnd roata nedeformabild si cd nu exista frecare de

alunecare, din a doua ecuatie de proiectie a fortelor reiese ca

orice forta F cdt de micd care actioneazd orizontal in centrul
rotii wva pune 1in miscare roata. Experienta infirma aceste
concluzie. 1In realitate are loc o deformare a sinei si pe

suprafata respectivd de contact apare o distributie elementara de

forte de contact 5;. Aplicarea fortei F face ca distributia de

presiune sa devind asimetricd iar torsorul de reducere al

fortelor aplicate se reduce in punctul initia de contact O la o

rezultantad R si la un moment rezultant M. In cazul
echilibrului la limitd s (coeficientul de frecare de rostogolire

reprezintd

Figura 3.8
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distanta maximd cu care se deplaseaza reactiunea normala fata de
verticala centrului rotii). Distanta b dintre suprafata sinei si
punctul cel mai de pe periferie se poate neglija. Coeficientul
de frecare de rostogolire poate fi interpretat ca fiind distanta
maximd cu care se poate deplasa din punctul teoretic de contact
suportul reactiunii normale M, paralel cu el insusi astfel incat

rigidul s& nu se rostogoleascid. In problemd intervin atadt forta

de frecare T cat si momentul de frecare de rostogolire RI. Pe
langa ecuatiile de echilibru (3.37) trebuie sa addugam

inecuatiile caracteristice frecdrii.

i< pINj; [M,[< 5N, (3.39

In functie de modul de satisfacere a celor doud inegalitdti pot

aparea urmdtoarele situatii:

IM, |<sN|; |T|<pN|. repaus.

IM,|>sN|; |T|<yN|. rostogolire fir3 alunecare.

IM,|<sN|; |T|>puN|. alunecare fird rostogolire.

IM,|>s|N|; |T|>pu/N|. alunecare si rostogolire simultane. (3.40

3.6.3 Frecarea de pivotare
Se considerda un rigid (C;) simplu rezemat pe un alt rigid

(Cz), (Fig. 3.9), al carui torsor de reducere al fortelor

exterioare in punctul teoretic de contact
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Figura 3.9

R=R, (3.41
M, =M, [ >

Decarece torsorul de reducere in acelasi punct O al fortelor de

legdtura este:

(3.42
)
Conditiile de echilibru sunt:
R+R'=0;
M, +M, =0.
(3.43
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Cuplul de pivotare este produs de fortele tangente de frecare de
alunecare EJZHEJ ce apar pe suprafata de contact a celor doua
corpuri. Reducerea lor in punctul teoretic de contact conduce la

un vector moment de reactiune Kﬁ perpendicular pe planul

tangent. Experimental s-a constatat cd mdrimea momentului de
pivotare nu poate depdsi o valoare maximd care depinde de natura
corpurilor in contact $i mdrimea reactiunii normale.

V|N| (3.44

|1\/Ipmax|S

1.7 coeficientul de frecare de pivotare cu dimensiunea unei
lungimi.

Pentru echilibru trebuie indeplinita conditia:

M, |< vIN. (3.45

La ecuatiile de proiectie pe axe ale ecuatiilor vectoriale de
echilibru 3.43 wva trebui sa addugam inecuatia 3.45. Astfel

pentru un rigid ce are tendinta de pivotare avem:

> X, =0; DY, =0; > Z,+N=0;
Ox: ﬁzl Oy: ﬁzl Oz: nk:1
éka =0; Z‘;Mky =0; éMkZ +M, =0;
M_ < vN.

p
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IV Analiza structurala a mecanismelor

4 .1Element cinematic. Cuple cinematice. Definitii. Clasificare

Se numeste element cinematic un rigid sau un ansamblu de
rigide 1intre care nu existd miscare relativa (Exemplu o roata
dintatd montatd pe un arbore prin intermediul unei pene care sa
impiedice rotatia relativa dintre arbore si roatd).

Cupla cinematicd reprezinta legdtura mobild directd si permanenta
dintre doud elemente cinematice.

Clasificarea cuplelor cinematice se va face dupa mai multe
criterii:

- dupa numdrul gradelor de libertate anulate, cuplele se

clasifica in clase. Clasa unei cuple poate lua valori intre 1 si
5. Cupla de clasa zero presupune ca rigidul dupa formare cuplei
isi pdstreaza caracterul de rigid liber. Cupla de clasa 6

presupune ca dupa formarea contectului intre cele douda elemente nu
mai existd miscare relativa (cele doua elemente se confunda intr-
unul singur) .
- dupd natura contactului dintre cele doud elemente:
a. cuple superioare, cénd contactul se realizeazd dupa un punct
sau curba
b. cuple inferioare, cdnd contactul se realizeaza dupa o
suprafata
- dupd caracterul misgcdrii relative dintre elemente:
a. cuple plane — miscarea relativa este plan paralel
b. cuple spatiale - miscare relativd spatiala
- dupd modul de asigurare al contactului dintre elemente:
a. cuple unilaterale - mentinerea legdturii se face prin forta
asigurata de elemente clasice (arcuri)
b. cuple bilaterale - mentinerea contactului se face

constructiv si nu existd posibilitatea intreruperii contactului.
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In TABELUL 4.1 se prezintd principalele tipuri de cuple
intdlnite 1in tehnica si clasificarea acestora dupa criteriile
enumerate mai sus.

TABELUL 4.1
Nr. | Reprezentare constructiva a) Denumire Clasifica

b)Descriere re
1 a) clasa I
b) contact sferd/plan superioar
a
spatiala
deschisa
2 a) clasa II
b) cilindru/plan superioar
a
spatiala
deschisa
3 a)cupla sfericd, | clasa III
articulatie sferica inferioar
b) contact | &
sferd/cavitate sferica |spatiala
inchisa
4 a) — clasa III
b) contact plan/plan inferioar
a
plana
deschisa
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b

axel comune

§2 a) cupld cilindrica clasa IV
: b) contact cilindru | inferioar
2_1. 1 circular /cavitate | &
<;t) ’§252~ cilindrica de acelasi|spatialad
1- 4 4?; b) diametru inchisa
1 a)
a) cupla sferica cu | clasa IV
deget inferioar
b) se obtine din cupla|?
sfericd legand de |spatiala
sfera 1 o tija | inchisa
cilindrica (deget)
care patrunde intr-
un canal practicat
dn elementul 2
7 1 a) clasa V
b) contactul dintre | inferioar
1 doua suprafete | a
: 8 cilindrice necirculare |plana
al bl dupao generatoare | inchisa
comuna. Migcdrile
admise se fac numai 1in
planul perpendicular
pe axele cilindrilor
B a) cupld de rotatie , |clasa V
"}"l/?(h:gﬁr) / articulatie inferioar
g:[fi‘Ei¢ﬁ,uhwkm;;§;émﬂm& b)se obtine din cupla|d .
ﬁﬁ&% - cilindrica prin | Plana
/// u)\(ﬁm) 4 2 anularea deplasdrii |Inchisa
in mecanisme plane. relative in lungul
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9 a)cupla de translatie clasa V

2 (patind) R . .
*f - 4 1- b) contact intre | inferioar

Wiz
y. . . ) suprafata lateralaa | a
iin mecanisme spatiale

2}/_ 1 : unei prisme si o | plana

72 y in mecanisme plane cavitate prismatica de | inchisa
/ ) 1(ghidaj, culisa)  b)
a

aceeasi sectiune

10 a) cupla surub piulita clasa V

b) contactul intre doud |inferioar

suprafete elicoidale |4

identice. Deplasarea |spatiald

axiala este | Inchisa
proportionald cu

rotatia relativa

4.2 Lant cinematic. Mecanism. Familie. Grad de libertate

Prin lIant cinematic se 1intelege o 1nsiruire de elemente
cinematice legate 1intre ele prin cuple cinematice. Prin rangul
unui element cinematic se 1intelege numdrul de cuple pe care
elmentul 1le formeazd cu alte elemente cinematice. Lanturile
cinematice sunt simple cdnd rangul elementelor sale este maxim
doi, (Fig. 4.la, Fig. 4.1b), si complexe ca&nd existd si elemente
de rang superior lui doi. (Fig. 4.1lc). Cand contin si elemente de
rangul unu lanturile cinematice sunt deschise, (Fig. 4.1la).

Pe schema wunui lant cinematic cuplele se noteaza cu litere

latine mari lar elementele cu cifre.
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Figura 4.1

Mecanismul este un lant cinematic care indeplineste trei conditii:

- este inchis;

- are un element fix numit batiu;

- are un numdr de elemente conducdtoare stabilit astfel 1incéat
pozitia oricdrui element este bine determinata.

Prin grad de libertate se 1intelege numdarul de parametri
independenti care determind complet pozitia tuturor elementelor.
Gradul de mobilitate este gradul de libertate intern, conceput 1in
ipoteza cda unul din elementele lantului este solidar cu sistemul
de referinta. Pentru calculul gradului de libertate (mobilitate)
din totalul gradelor de libertate ale elementelor lantului
(mecanismului) trebuie scdzut numdarul de grade de libertate
anulate de cuple cinematice pe care aceste elemente le realizeaza.
Pentru a face corect acest lucru trebuie introdusa notiunea de
familie introdusa de Dobrovolski.

Familia unui lant cinematic este egald cu numdrul de migcari
simple interzise tuturor elementelor lantului cinematic. In cazul
mecanismului definitia se referd la elementele mobile. Pentru
determinarea familiei se utilizeaza un tabel in care sunt trecute
miscdri simple pe care le poate efectua un rigid liber 1in spatiu
(trei rotatii ti trei translatii) si se analizeaza posibilitatiile
de miscare ale fiecdrui element al lantului fata de un sistem de
referinta ortogonal ales convenabil. Tabelul trebuie sd aibad 6
coloane iar numdrul de 1linii trebuie sa fie egal cu cel al

elementelor mobile, (Fig. 4.2.)

tx ty t, ry ry r,
1 + + - + - +
2 + + - + - +

61



1V Analiza structurala a mecanismelor

Figura 4.2

Analizdnd miscarea fiecdrui element in raport cu sistemul de
referinta ales se trece 1in tabel semnul + dacd miscarea este
permisda si - dacd este interzisd. Dupd analiza miscdrii tuturor
elementelor numdrul de coloane care contin numai semnul - este
egalat cu familia lantului.

Spre exemplu un lant cinematic plan este de familie trei
deocarece elementele sale nu se pot deplasa dupa normala la planul
miscdrii si se pot roti in jurul a douda axe perpendiculare din
planul miscdrii. Un rigid liber are 6 grade de libertate. Un
element cinematic ce intra 1iIn structura unui lant cinematic de
familie f are 6-f grade de libertate. O cupld de clasa k (k=1,5)
nu va mai anula k miscdri simple ale elementului cinematic ci (k-
f). Daca se considerd ca lantul cinematic contine n elemente, ¢,
cuple cinematice de clasa k si este de familie £, relatia pentru

gradul de libertate L; este:

5
Lf:(é—f)n—k_zm(k—f)ck, e

iar pentru gradul de mobilitate M; numdrul elementelor se reduce

cu o unitate si:

5
=(6-f)(n-1)— D (k—f
M; =(6—-f)(n-1) k;f )€y (4.2)

Relatiile 4.1 si 4.2 permit o concluzie importantd: un Iant
cinematic nu poate contine cuple de clasd mal mare sau egald cu

familia sa. Calculul gradului de mobilitate al uni mecanism arata
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cdte cuple conducdtoare trebuie sa contind mecanismul pentru a
avea o miscare determinata.

O categorie importantda de mecanisme sunt mecanismele plane
care au familie egala cu trei relatiile 4.1 si 4.2 se

particularizeaza pentru acest caz astfel:

L,=3n-c, —2cs, (4.3)

M; =3(n-1)-c, —2c;. (4.4)

Grupa structurala. Definitie. Exemple. Clasificare

Prin grupd structurald se 1intelege un lant cinematic plan,
care contine numai cuple inferioare si care indeplineste
conditiile:

- numdarul de grupe conducadatoare este egal cu gradul de
libertate

- nu pot fi descompuse in grupe structurale mai simple
Cand L>1 grupele se numesc conducdtoare; iar pentru L=0grupele se
numesc Jgrupe Assur. Grupele Assur sunt 1importante deoarece
introducerea sau scoaterea unei astfel de grupe in structura unui
lant cinematic nu modificd fradul de 1libertate al acestuia.
Grupele Assur sunt structuri statistic determinate si au avantajul
cd pot fi studiat separat de restul mecanismului. Din conditia de

definitie a grupelor Assur rezultd ecuatii in numere intregi.

3n—-2¢5=0 (4.5)

a carei solutii sunt:

n=2 si se numesc diade, n=4 si se numesc tetrade s.a.m.d. In

studiul mecanismelor plane cele mai studiate sunt diadele.
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1V Analiza structurala a mecanismelor

Intr-un lant cinematic plan cuplele inferioare (de clase Cs)
pot fi numai de translatie (T) sau de rotatie (R) functie de
pozitia acestora 1In structura diadei deosebim cinci aspecte ale

diadei care sunt prezentate in TABELUL 4.2.

TABELUL 4.2

Aspectul 1 Aspectul 2 Aspectul 3 Aspectul 4 Aspectul 5
B B
1
A, : C
Aspecte 2. .
1 4
simplu .—-—;%(U
degenerate S;h
Aspecte 2 -
(A0
dublu At (0 ,(B,O
=0 -
degenerate 2=0 1 \2
5,=0 5,20

In tabel se prezintd si aspectele degenerate care cand doud cuple
sunt suprapuse. Diada de aspect TTT nu existd deoarece acest lant
este de familie 4 si nu mai rdspunde conditiei 4.5.
Grupele Assur se clasificd in clase si ordine.

Clasa unei grupe este egala cu:

- numdrul de lanturi ale celui mai intins contur iInchis format
cu elementele grupei (cé&nd existd contururi inchise);

- cu cel mai inalt rang al elementelor lantului dacd acesta nu
contine contururi inchise.
Ordinul unei grupe structurale este egal cu numdrul de cuple
exterioare (cu care grupa se poate lega in exterior). In TABELUL

4.3 se prezintd grupele structurale de diferite clase si ordine.
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Dupa cum se observd, numdarul grupelor structurale este relativ
mic. Cu aceste grupe se pot realiza mecanisme cu complexitate

ridicatda prin legarea succesiva de grupe structurale.

TABELUL 4.3

L=0
7 ‘L=1
in procesul de analiza este necesara descompunerea

mecanismelor 1in grupe structurale componente. Pentru aceasta se
desfac legaturile si se 1indepdrteaza elementele conducdtoare cu
cuple conducdtoare aferente. Ceea ce ramane este un lant cinematic
cu grad de libertate nul care poate fi constituit din una sau mai
multe grupe structurale. Raspunsul la aceastda intrebare presupune
0 oarecare experientd. Din lantul dupad indepdrtarea elementelor si
cuplelor conducdtoare se 1incearca extragerea unei anumite grupe
Assur mai simpld, dar in asa fel incdt ceea ce raméne sa fie tot
una sau mai multe grupe Assur legate dacd se reuseste se continua
operatiunea. In caz contrar lantul cinematic in cauzd este o grupa
Assur propriuzisa.

Se face observatia «cd rezultatul descompunerii in grupe
structurale depinde de elementele conducatoare alese. Acestea vor

trebui, intr-o situatie concretd, specificatda de la inceput.
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1V Analiza structurala a mecanismelor

43 Inlocuirea cuplei superioare

Pentru studiul unitar al mecanismelor plane a fost introdusa
notiunea de grupa structurald. Una din conditiile de definitie era
ca in structura grupei structurale sa intre numai cuple
inferioare. Relatia (4.3) pentru calculul gradului de libertate a
lanturilor cinematice plane 1indicda prezenta 1in structura si a
cuplelor de clasa C; care sunt cuple superioare.

Pentru a putea aplica in continuare metoda grupelor structurale
este necesara inlocuirea cuplelor superioare care se intédlnesc 1in
structura unui astfel de lant.

Inlocuirea se face respectédnd doud conditii:

- conditia structurala cere ca dupa inlocuirea cuplei

superioare gradul de libertate al lantului sd nu se modifice.

- conditia cinematicd cere ca miscarea relativa dintre

elementele ce formeaza cupla superioard sda ramdnd aceeasi

Fie wun lant cinematic plan ce contine n elemente, c¢c,cuple
superioare si ¢; cuple inferioare. Se 1iInlocuieste una din cuplele
superioare astfel ca dupada inlocuire noul lant cinematic va avea n’
elemente, ¢, cuple superioare si ¢5; cuple inferioare. Din conditia

studiatda se ajunge la:

L, =3n-c¢, —2¢c5 =3n"-(c, —1)—2cs (4.6)

de unde rezultd ecuatia:

3(n—-n")-2(cs—c's) =1 (4.7)

Solutia cea mai simpld a ecuatiei in numere intregi 4.7 este dupa

cum se observa imediat

n'-n=1 c's—c5=2 (4.8)
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Relatiile 4.8 aratda ca din punct de vedere structural o cupla
cinematicd pland este echivalentda cu un element cinematic si doua

cuple inferioare.

Figura 4.1

Prin conditia cinematicd rezulta cum se face aceastd inlocuire
pland. Se considera doua elemente 1 si 2 ce formeaza o cupla
superioard pland. In punctul de contact cele doud curbe se pot
inlocui cu doua arce de cerc, (Fig. 4.1), ce au razele egale cu
razele de curbura ale celor doua curbe in punctul de contact
(aceste centre se gdsesc pe normala comund in punctul de contact).
In ci3rtile de specialitate se aratd cid pentru a fi indepliniti
conditia cinematica 1lungimea elementului 1inlocuitor trebuie sa
aiba lungimea segmentului dintre cele doud centre de curburd. Un
caz particular apare cand una din curbe este o dreaptd iar centrul
sau de curburd se aflda la infinit. In acest caz, spre deosebire
de toate celelalte cé&nd pe capetele elementului inlocuitor se
amplaseaza cuple de rotatie, 1In locul cuplei de rotatie se
plaseazda o cupla de translatie cu directia paralelda cu dreapta
limitrofa. Inlocuirea cuplei superioare are, de obicei un
caracter instantaneu deoarece razele de curburd se modifica.
Existd si cazuri cdnd inlocuirea are caracter permanent. Acest
lucru se intdmpla cénd curbele ce limiteaza corpurile au raze de
curburda constante. Aceste cazuri si exemple de mecanisme in care

apar sunt prezentate in TABELUL 4.4.
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1V Analiza structurala a mecanismelor

| Lantul -
Cupla Cinematic
superioard inlocuitor Exemplu
§ B
1 ' 4
/
S~ finit
S finit

8, -finit
§9= 00

§i-finit
§2=0 '
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Desi cazul p,=o,p, =0indeplineste conditia «ca razele de
curbura sa fie constante, acest caz nu apare in tabel deoarece nu
corespunde uni cuple superioare ci uneia inferioare. ( Nu se poate
preciza punctul in care se realizeazd contactul dintre cele doud

corpuri) .

69



V Cinematica punctului material

V Cinematica punctului material

5.1. Obiect. Traiectorie. Viteza. Acceleratie

Cinematica este ramura mecanicii care studiazd miscarea
corpurilor fdra a lua 1In consideratie cauzele miscarii.
Notiunile cu care opereazid cinematica sunt spatiul si timpul. In

cinematicd se utilizeazd derivatele unor marimi vectoriale ce

sunt functiuni de timp. Fie V(t)un vector variabil.

Prin definitie derivata unui vector in raport cu timpul (notata

cu un punct deasupra vectorului)

dav - . V(t+ At)— V(t)
dt A0 At ' (5.1)

Apar trei cazuri reprezentate in Fig. 5.1:

_av
ot
b)
Figura 5.1
a) vectorul este variabil dar are modulul constant, (Fig.

5.1a).
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V Cinematica punctului material

derivata 'V este un vector perpendicular pe V avand modulul
do , . o . . .
VLI unde arzzﬁ- este viteza unghiulara a modulului. Vv 1In Jurul

originii sale.
b) vectorul are directie fixa si modulul variabil. Derivata

V este un vector coliniar cu vectorul si care are modulul egal

cu derivata modulului vectorului initial, (Fig. 5.1Db).

c) vectorul Veste variabil atat ca pozitie cé&t si ca

directie, (Fig. 5.1c)

derivata v va avea doua componente, una coliniara
corespunzatoare variatiei modulului si una normala pe vector
corespunzatoare directiei.

Notiunile fundamentale ale cinematicii sunt traiectoria,
viteza si acceleratia.
Pozitia unui punct in spatiu este caracterizatda de vectorul sdu

de pozitie 1. Daca acest vector este variabil in timp:

T =T1(t). (5.2)

Aceasta functie trebuie sa satisfaca o serie de conditii ca:

- continuitate,

- derivabilitate,

- uniformitate.
Necesitatea acestor conditii va fi evidentiatd ulterior.

Traiectoria unui punct material este prin definitie 1locul
pozitiilor succesive ocupate de un punct material in miscare.
Legat de traiectorie apar douda categorii de probleme:

- se cunoaste variatia functiilor scalare ce definesc
vectorul de pozitie T (t) si se cere ecuatia traiectoriei.

- se cunoaste traiectoria si se cere pozitia punctului la un
moment dat.
Cand traiectoria este impusada se ia de obicei drept parametru de

pozitie al punctului pe curba datd, lungimea arcului de curba
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V Cinematica punctului material

notat cu s(t) masuratda de la punctul in care punctul material se

afla initial, (Fig. 5.2).

Figura 5.2

Coordonata s=QM, s=arc(MyM) este denumitd coordonatd curbilinie,

iar dependenta

s=s(t) (5.3)

poartd denumirea de ecuatia orard a miscdarii.

Viteza reprezintd mdrimea care caracterizeazd rapiditatea de
miscare a unuil punct material. Viteza este un vector. Daca
pozitia punctului este determinatda de vectorul de pozitie r

atunci:

<
I
& | &
I
=]l

In cazul in care punctul se miscd pe o curbd prestabiliti,
viteza se obtine derivand prin intermediul lui s(t). (Punctul
supraaliniat indica derivata 1in raport cu timpul a mdrimii

respective) Astfel:
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drds ds_ (5.5)

T/:——:—

dsdi  dt "

Considerdnd triedrul lui Frenet atasat curbei, (Fig.5.3).

| Normala
l, principala

y

z_ _Tangenta

30 -
(«9/ 7 [ FeFis)
Evad
0
Figura 5.3

Din geometria diferentiala se stie ca

dr  _ (5.6)
—=7;

ds

unde 1 este versorul tangent la curbda in punctul considerat avand

sensul corespunzdator cresterii lui s. Scalarul vitezei v se
obtine din ecuatia 5.5 calculand modulul ambilor membrii ai

ecuatiei.

dr| _
— =|t|=1
S

—=—=§ deoarece

(5.7)

Concluzie :Viteza este tot timpul tangentd la traiectorie.
Daca vectorul de pozitie este dat iIn coordonate carteziene ca

functie de timp, anume:

F(t) = x(t)i + y(t)j+ z(H)k

ecuatia 5.4 da pentru viteza:
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V Cinematica punctului material

v(t) = % =7 =x(t)i+y(t)j+ z(H)k

Proiectiile vitezei pe axe sunt:

liar madrimea vitezel este:

2 2 2 .2 .2 )
V=1[VX+V},+VZ =X"+y +z

Acceleratia este mdrimea ce caracterizeazd variatia in timp a
vitezei.

Cand punctul se miscd pe o curbd prestabilitd din derivarea in

raport cu timpul a relatiei 5.5 rezulta

Ay d(_ds) _d?%s df(ds)z
a=—=—|1T—|=1T—5+—|—| .
t  dt\ dt dt>  ds\dt

(5.10
)
Dacd se tine seama de prima relatie a lui Frenet:
dt  1_
—=—v.
ds p (5.11
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unde v este versorul normalei principale la curbada indreptat
intotdeauna spre partea concava a curbei, iar p este raza de

curbura, relatia 5.10 se poate scrie

_ (ds\V?v s
a= i) p +—dt2’r--aD +a,. (5.12
)
unde:
_ (ds)zﬁ §°
=4t p—pU (5.13
)
reprezintd acceleratia normalad, iar
A
a, = tzr—s . (5.14
)
este acceleratia tangentiald. Mdarimea acceleratiei se obtine cu

ajutorul proiectiilor pe axele triedrului natural.

a=,/a,+a_. = (5.15

)
Faptul ca dupa directia binormalei [ acceleratia nu are
proiectie aratd ca acceleratia este situata intotdeauna in
planul osculator al curbei. Deasemeni, acceleratia are o

componentd normald indreptatd intotdeauna spre centrul de curbura
si o componentd tangentiald al cdrei sens coincide sau nu cu cel

al versorului T dupd cum scalarul vitezei creste respectiv scade
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V Cinematica punctului material

in timp. In cazul coordonatelor carteziene, derivarea in raport
cu timpul a ecuatiilor 5.7 permit calculul acceleratiei prin

proiectiile sale pe axele reperului cartezian.

&v . d*’x. d’y- d*z— . - .-
I=— =V = 1+ i+ k=%Xi+¥yj+7zk .
t FIERFTER e .

(5.16

Mdrimea acceleratiei se determind cu proiectiile sale

a=,hi+a§+ai. (5.17

unde

a, =%, a, =¥y, a,=% (5.18

Dimensiunea acceleratiei este lungimea raportatda 1la pdatratul

timpului si se mdsoard in [m/s’]. In cazul miscdrii unui punct
dacd se aseaza toti vectorii corespunzdtori vitezei, respectiv
acceleratiei, cu originea Iintr-un punct comun se obtin
hodografele vitezei si al acceleratiei.

In functie de valorile si a acceleratiei miscarea unui punct
poate fi:

- miscarea rectilinie (directia vitezeil raméne neschimbatd).

- miscarea uniformd (scalarul vitezei v este constant).
- - miscarea uniforma variatd (scalarul acceleratiei este
constant) .
Adesea este util a se exprima componentele vitezei si a
acceleratiei in alte sisteme de coordonate decat cel natural sau
cartezian. Ca aplicatie se determind componentele vitezei si

acceleratiei 1in coordonate polare. In cazul acestui sistem
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versorii y,us sunt variabili, iar y,=k. Din Fig. 5.4 se observd

o

ca:

o

al

Figura 5.4

U, = cos(0)i +sin(6) ;

ﬁez—ﬂﬁﬁﬂﬁ+cod9ﬁ. (5.19
)
Derivatele acestor vectori in raport cu timpul sunt
ﬁp = —0sin(0)i + O cos(0)] = Gﬁe ,
(5.20

ﬁez—éam@ﬂ—éﬁmeﬁz—m%.

Vectorul de pozitie r in coordonatele cilindrice este dat de:

T =pu, +zk.

Viteza in coordonatele cilindrice, proiectiile si marimea ei sunt

date de:
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V=T=pu, +pu, +zk = pu, + potu, + zk;

v, =P Vo =p0; Vv, =12

2,2, .2 2 24, 2
V=\/Vp+V9+VZ =\/p +p0+z2
Acceleratia
a=T=pu, +pu, +pou, + pbu, + pot, + zk =

= pu, +pOu, + pou, +pOu, —po’u, + 7k =

= (p—pO)u, +(pb +2p0)u, + 2k

Proiectiile vor fi:
a,=p- pb componenta radiali;
ay = (pé+2p9)ﬁ9 ; componenta tangentiald;
a,=7k; componenta axiali.

Modulul acceleratiei in coordonate cilindrice:

a= \/af, +ag+a’ = \/(ﬁ—pé)z +(pO+2p0)* +7°

5.2 Miscari particulare ale punctului material.

5.2.1 Miscarea rectilinie uniforma.

V=v,T; Vo, =const, T =const.
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V Cinematica punctului material

adicda viteza punctului material este constantd atdt ca mdarime céat
si ca directie. Alegem axa Ox paralelda cu versorul t. Directia

vitezel este invariabild .Rezulta:

ds (5.260
V=V, — = const.
0 dt )
Prin integrare:
s(t) = vt +s,. (5.27

Concluzie: Variatia spatiululi se face proportional cu timpul.

Acceleratia:

(5.28

S]]
I
I

el

Sk

In miscarea uniformd acceleratia este nuld. In aceastd miscare

intervalul parcurge spatii egale in intervale de timp egale.
5.2.2 Miscarea rectilinie uniform variata.
O miscare rectilinie uniform variatd se caracterizeazd prin

traiectoria rectilinie si acceleratia constantd. Se considerd ca

miscarea se desfdscard pe axa Ox=O0s cu originea in 0.

52 (5.29
a=a,+a, =8t+—v
p )
52
Datoritd traiectorii rectilinii p—>o rezultd a,=—v=0 iar
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a=5§7 (5.30
)
Consideréand proiectia ecuatiei 5.30 pe directia miscarii:
L A
a—-V—s--dt2 = const. (5.31

Impunand conditiile initiale, 1la t=0, spatiul si viteza sa fie

s@)Z&hvw):VO, se obtin ecuatiile vitezei si acceleratiei.

v=at+v,
1

2
a=—_—at" +v,t+s,.
2 om0 (5.33

Din prima relatie 5.33. se vede cd in cazul acestei miscari,
viteza creste cu cantitati egale 1in intervale egale de timp.

Eliminarea timpului din expresiile 5.33 conduce la formula 1lui

v=4/v) +2a(s—s,) . (5.34

)

Toricelli:

Dependenta spatiului de timp este o functie  pdtraticd
(parabolicd). Cand :a > 0 miscarea este uniform accelerata
(parabola are ramurile In sus) si cédnd a < 0 miscarea este
uniform Iincetinitd (parabola are ramurile in jos) . Diagramele

vitezei si spatiului sunt in Fig. 5.5
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v(t)pentrua < 0 VA

a(t) pentrua >0

v(t) pentrua > 0

\
N \\a(t) pentrua <0
\

Figura 5.5
5.2.3 Miscarea circulara.

O miscare se numeste circulara atunci cédnd traiectoria este
un cerc. Studiul miscdrii va fi fdcut in toate cele trei sisteme

de coordonate prezentate (carteziene, naturale si polare).

a) in sistemul de coordonate carteziene. Fig. 5.6

YA LT — vy
0) h
s T a
a, |
v, 3
M X
R (xy)
0
_ X
0]
Figura 5.6

Pozitia punctului M pe cercul de raza R este datd de unghiul 6

care variaza dupa legea:
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0 = 0(t).

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei sunt:

x(t) = Rcos(0),
y(t) = Rsin(0).

Determinarea componentelor vitezei se face prin

relatiei 5.8.

v, = —Rsin(0)0 = —oR sin(0),
vy = R cos(0)0 = R cos(0).

unde s-a notat cu:
o(t) = 6(t).
viteza unghiulara . Astfel:
V= Vi + Vf, = Ro,
v = —Ro sin(0)i + Ro cos(0) j = o (—yi + xj).

Viteza v este perpendiculard pe rdeocarece v-r=0,

poate verifica imediat.

(5.35

(5.36

aplicarea

(5.37

dupda cum se

Acceleratia se obtine prin derivarea celei de a doua relatiei

(5.38)
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7 = —Rosin(0)i — Ro? cos(0)i + Ro cos(0)j — Ro? sin(0)] = (5.39
= —Resin(0)i — Rw? cos(0)i + Recos(0)j— Ro? sin(0)] )
unde s-a notat cu:
e(t) = a(t) = 6(t).
acceleratia unghiulara. Proiectiile pe axele Ox si Oy.
axzﬁg==—R£SH(9)—R®2coﬂ@)z—ys—xmz, (5.40
ay=Vy=Ihwoﬂ9}—Rm2$mB)=xs—ym2 )
iar mdrimea ei
(5.41

az\/ai+a§ =R\/82+(o4.

b) Sistemul de coordonate natural (Frenet), (Fig. 5.7)
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Figura 5.7

Ecuatia orard a miscdrii:

s=s(t) = R6O. (5.42

Viteza se exprimd cu ajutorul relatiei:

Vv =4§T=ROT, (5.43

iar marimea acesteia este:

52 ) 2 2 (5.45
a=§t+—v=ROT+ U = ReT + Ro?0. )
p
De aici:
aT:RE,a)szz, a=,/a +aU::RV82+m4. (5.46

Unghiul de acceleratie si raza este dat de:

(o) = 2t = £
g9 == )

c) Sistemul de coordonate polare.
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Sistemul de coordonate polare, (Fig. 5.8), este o
particularizare a sistemului de coordonate cilindric pentru cazul

z=ct..

Figura 5.8

Dacd se considerd polul fixat in centrul cercului
p=R=ct (5.48
0 =0(t).
Primele doud derivate ale acestor coordonate au valorile:
r=1=0; (5.49
In Fig. 5.8 sunt prezentate componentele vitezei si acceleratiei

in sistemul de coordonate polare.

Viteza se determina din ecuatiile 5.21 unde z=0:
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(5.50
)

v, =0; vqy =Ro; V:1/VF2)+V32RCO. (5.51

v =pu, +pbl, = Ry,

Acceleratia se determina cu relatiile 5.22 , 5.23 si 5.24.

a=(p- pé)ﬁp +(p0+2p0)u, = —R(Ozl_lp + Reu,

2
a, =—Ro"; a; =Re;

2 2 4 2
a=,a-+a; =RVvo +¢
Jp 0 v (5.52
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VI Cinematica miscarii absolute a rigidului.

6.1 Parametrii cinematici in miscarea absoluta a rigidului

Cinematica miscdarii absolute a rigidului are ca scop
determinarea pozitiei ,vitezei si acceleratiei unui punct de pe
un rigid iIn miscare generald. Se considera un sistem de
referintd fix Ox,y,z;si un punct oarecare din rigid numit pol si
notat cu O. Pentru a preciza pozitia wunui punct oarecare a
rigidului este necesard existenta unui sistem Oxyz ,solidar cu

rigidul (cu axele cu orientare variabild) .Versorii acestora vor

fi i,5,k, (Fig. 6.1).

Figura 6.1

Conditia de ortonormare a sistemului mobil se exprimd prin

relatiile
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VI Cinematica migcarii absolute a rigidului

2T 32 - - : -
i"=j"=k"=1 cei trei vectori sunt versori

ij=jk=ki=0 cei trei vectori sunt reciproc (6.1)
perpendiculari
Versorii mobili i,j,E se exprimd in functie de cei ai sistemului

fix cu relatia:

=0y i)+ +og3k;
J= 00 + 0y +agsky;

k=030 + 03] + 053K

(6.2)
Unde ¢4, (1 si j = 1,2,3) se numesc cosinusurile directoare ale
reperului Oxyz in raport cu Ox,y,z;. Ele pot fi aranjate 1intr-o
matrice A numitd matricea cosinusurilor directoare.
O O O3
A=|0, 0y Oy
O3 O3y 33
(6.3)

Relatiile 6.2 aratd ca din cele noud cosinusuri directoare numai
trei sunt independente. Este meritul lui Euler de a fi indicat
cum un sistem triortogonal se poate suprapune peste axele altui
sistem cu aceiasi origine, prin efectuarea a trei rotatii

independente. Fie doud astfel de sisteme, (Fig. 6.2):
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Figura 6.2

Notam On intersectia planelor Ox,y, cu Oxy (linia nodurilor) pe

care se alege un versor i,
- unghiul de precesiey este unghiul dintre axa Oy si
linia nodurilor

- unghiul de rotatie propriu ¢ este unghiul dintre linia
nodurilor si axa Oy

- unghiul de precesie 0 este unghiul dintre axele Ozsi
Oz,

Suprapunerea sistemului Ox,y,z,peste Oxyz se face astfel:
- o rotatie de unghi y in jurul axei Oz ( versork;)
urmata de
- o rotatie de unghi ¢@in jurul axei Oz (versork) si apoi

- o rotatie de unghi® 3in jurul liniei nodurilor (versor

i) -
In general trecerea de la coordonate xi,vi,z: la coordonatele

x,v,z se face printr-o translatie de vector ib@)zxoﬂﬁﬁkwﬂ03+zoﬂﬂz
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urmatd de cele trei rotatii. Pentru a preciza pozitia sistemului

mobil fatd de cel fix vor trebui precizate functiile de timp:

{Xo =Xx0(t), yo=Yo(t), zo=20(t);
v =y(t), ¢=0(), 0=0(t). (6.4)

Reiese inca o data ca pozitia unui rigid in spatiu este descrisa

de sase parametri scalari independenti.
6.2 Relatiile lui Poisson

Relatiile lui Poisson exprima derivatele vectorilor variabili
L;E in raport cu timpul. Derivadnd fiecare egalitate (6.1) 1in

raport cu timpul se obtin relatiile:
2ii=0; 2jj=0; 2kk=0;
ij+ji=0; jk+kj=0; ki+ik=0.
Primele trei relatii indicd un fapt general si anume cd derivata

unui versor variabil este un vector perpendicular pe acesta.

Pentru ultimele trei relatii facem notatiile:

= (6.6)

Spre exemplu, vectorului i fiind perpendicular pe vectorul i

rezultda ca este cuprins in planul Oyz si se va exprima prin

proiectiile sale (ij) si (ik) functie de versori axelor Oy si Oz

cu relatia:
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= ({i+(0k=0,i-oyk (6.7)

Alte douad relatii se obtin in mod similar, astfel ca in final:

= (6.8)

Expresiile 6.8 daca o,, ® ®, sunt considerate proiectiile unui

y 7’

vector

6=4DX}+my3+mZE (6.9)
se pot interpreta astfel
ik
i=0xi=|oy Oy mzzuhj—myﬁ
1 0 0
(6.10
)
si alte doua analoge.
Se obtin in final expresiile (formulele lui Poisson):
= T (6.11

iz—oxi; jmoxj k=oxk

6.3 Determinarea distributiei de viteze

Pozitia unui punct M al rigidului se poate exprima astfel:

(6.12
)

fl =f0 +1= Xoil +y031 +ZOE1 +Xi+yj+ZE.
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Vectorul r, are proiectiile exprimate In sistemul de referinta

fix. Vectorul T are proiectiile exprimate 1In sistemul de

referintd mobil. Proiectiile x, vy, z sunt constante deoarece
distanta OM este constantda iIn Dbaza 1ipotezei de perfecta
rigiditate a corpului. Prin derivarea relatiei 6.12 in raport cu

timpul se obtine viteza punctului M.

V=—r=—"""="Xqi| +Voi| + 2ok +Xi+yj+zk =Ty +xO x i +yo x j+ zO x k =

=Ty +ox(Xi+yj+zKk)=T)+ O xT=Vo+®xT

In final se obtine:

V=V +oxT (6.13

Relatia 6.13 se numeste ecuatia lui FEuler pentru viteze. Din
relatia 6.13 se vede ca pentru a putea determina viteza unui
punct al rigidului trebuie cunoscute

- pozitia punctului in rigid prin vectorul T,

- viteza punctului O V

- vectorul o.

Vo, ® poartd denumirea de parametri cinematici de ordinul I.

Prin derivarea in raport cu timpul a relatiei 6.13 se obtine:

a=—=—"+—(OxT)=ap+—+0OXx—=ap+eXT+OX(OXT
()odt - 20 (o xT)

&v dvy d do dr

unde s-a notat

|
(e}
[
<l
(e}
RO
'_l.
ol
[
el
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Relatia:

a=ap+exT+ox(®xT) (6.14
)
poartd denumirea de formula Iui Rivals si permite determinarea

acceleratiei oricdrui punct al rigidului daca se cunosc:

- a, — acceleratia polului,
- vectorul g.

Cei doi vectori g, si & poartd denumirea de parametri cinematici

de ordin doi. In tabelul 6.1 se prezintd miscdrile particulare
ale rigidului in functie de valorile parametrilor cinematici de

ordin I.

TABELUL 6.1

Nr Denumirea Schema v o) Obsevatii
miscarii
1 Miscare de | _ _ Vo #0 o=0 | Toate punctele
translatie Yo "o rigidului au
aceeasi viteza
Vsi aceeasi
acceleratie a
2 | Miscare de t V=0 00 owcoliniar cu
rotatie o axa fixa
Rigid cu

olle
axa fixa
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3 Miscare Vo =0 o0 Vollo si
elicoidala coliniari cu o
(rototrans axa fixa

latie)

4 Miscare Vo #0 o#0 Volo, apsi

plan- Vocuprinse
paraleld intr-un plan
fix

5 Miscare o) Vo=0 o =0 ware o

sferica 3 directie
(rigid cu oarecare
punct fix) variabild in
timp
®sl gau
suporturi
diferite

6 Miscare Vo =0 o#0 ®,Vy, €,3) au
generala directii

oarecare

6.4 Miscarea planparalela a rigidului

Dintre miscdrile particulare a rigidului se va prezenta
miscarea planparaleld deoarece este miscarea cea mai intdlnitd in
aplicatiile ingineresti. Totodatd, studiul acestei miscari
permite punerea in evidentda a marii majoritdati a proprietdtilor

miscdrii generale ale rigidului.
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Un rigid efectueazda o miscare plan paralelda daca tot timpul
miscarii triunghiul format de trei ©puncte necoliniare ale
acestuia ramdn tot timpul paralele cu un plan fix.

Pe baza definitiei rezultd urmatoarele proprietati:

- toate punctele situate pe o dreapta (A") perpendiculara pe

planul miscdrii descriu aceleasi traiectorii (Fig. 6.3)

Plan mobil 71

=

X1

Figura 6.3 Figura 6.4

- distributia de viteze i acceleratii este aceiasi 1in
oricare doud plane paralele cu planul fix.

- studiul miscdrii punctelor rigidului se poate reduce la
studiul miscdrii punctelor situate intr-un singur plan paralel cu
cel fix.

Din cele sase functii ce descriu miscarea generald a rigidului

6.4 sunt constate din motive evidente urmatoarele:

zy =const.; y =const.; 6 = const. (6.14

si variabile:
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Xg =Xo(t) yo=yo(t), 0=0(1), (6.15
)

Astfel, 1in miscarea plan paraleld rigidul are trei grade de

libertate: doua translatii dupa directii perpendiculare si o

rotatie dupa o axa perpendiculard pe planul translatiilor

(Fig.
6.4)
Parametri cinematici de ordinul unu si doi au expresiile:
Vo = Voxi+ Voy ] (6.16
)
50:a0X§+a0y3 (6.16
)
iar din
mx—Jazo;myzﬁhﬂ,mzzﬁza
rezulta:
®=0,k=0k=0k;
(6.18
)
t=¢g, k=¢k=0k (6.19

Vectorii vitezd unghiulard si acceleratie unghiulard sunt normali

la planul miscdrii. Expresia 6.13 a vitezei se particularizeaza:
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i X (6.20
V=V0+6XFZV0X;+V0},3+O [O) )
Z

« O el

X
care permite determinarea proiectiilor pe axele reperului mobil:

Vx =Vox —YO; Voy =Voy TX0; v, =0; (6.21
)

S$i marimii vitezei punctului M(x,vy, z)

Vx =Vox ~YO; Voy =Voy +X0; Vv, =0;

v =[V|= \/V)Z( + V%, + V% = \/(VOX - yo))2 +(voy + xo))2
(6.22

Centrul instantaneu de rotatie (CIR) se defineste ca punctul

a carul vitezad instantanee este nula. Notédnd coordonatele C.I.R.

cu I(LJ ) [) din relatiile 6.21 rezultd pentru coordonatele [J [1 [

_ Yoy, Yoy . _
§=— o n= o € = oarecare. (6.23

Valoarea arbitrard a lui [] aratd cd existda o infinitate de puncte
cu proprietatea sus mentionatd care sunt situate pe o dreapta
perpendiculard pe planul miscdrii. Aceastd dreaptd se numeste axa
instantanee de rotatie (AIR). Pozitia AIR se modificd in timp in
raport cu reperul fix Ojxyjzjcédt si fatd de cel mobil Oxyz. AIR
va descrie in sistemul de referinta fixo suprafatda riglatd fixa
numitd axoida fixad 1ar in sistemul mobil o suprafata riglata

numitd axoida mobild, (Fig. 6.5).
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AIR

) - Axoida
Axoida fixa / R
Baza H .
L rostogolitoarea
y
Figura 6.5

Intersectia celor doua suprafete riglate cu un plan paralel cu
planul fix conduce la doud .curbe; una fixd numitd baza si alta
mobild numitada rostogolitoare, (Fig. 6.6)

Y1 baza

rostogolitoare

vA

Figura 6.6

CIR are o serie de proprietdati wutile 1in studiul distributiei
campului de viteze. Faptul c& tot timpul viteza instantanee a
CIR este nula permite interpretarea miscdarii ca o rotatie
instantanee in Jjurul acestui punct. Miscarea rigidului poate fi

conceputa ca o succesiune de rotatii iIn Jjurul unui centru de
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rotatie wvariabil. Alegerea CIR drept pol permite scrierea

relatiei lui Euler sub forma:

VZGXN, (6.24

unde I este CIR iar M un punct curent. Din relatia 6.24 rezulta
cd viteza unui punct trebuie sda fie perpendiculara pe dreapta ce

uneste CIR cu punctul respectiv, (Fig. 6.7).

v =oIM

Figura 6.7

Aceastda proprietate este folositd pentru a determina viteza unui
punct B al rigidului cand se cunoaste viteza V, unui alt punct A

al rigidului si pozitia punctului, (Fig. 6.8).

directia
vitezei vy
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Figura 6.8

Viteza punctului B trebuie sa
sensul obtinut prin rotirea

sensul indicat de ® scrierea

si pentru punctul B

fie perpendicularad pe CB si sa aiba
vectorului CB cu 90 de grade 1in

relatiei 6.24 atdt pentru punctul A

VA—BXE, VBZBXE; (6.25
)
Din relatiile 6.26 obtinem modulul vitezei V. Sau pentru
modulele acestor viteze:
vpa =0-IA; vg=0-1B; (6.26
)
Din relatiile 6.26 rezultd modulul vitezei necunoscute
IB (6.27
V=TV
B IA A )
Se demonstreazda urmdatoarea proprietate: in timpul miscdrii

centroida mobild (rostogolitoarea) se rostogoleste fdard alunecare

peste centroida fixd (baza).

Relatia de legaturad intre vectorii de pozitie ai CIR in sistemul

de coordonate fix (&p,m;) si

Fig.6.6)

&1l +Myjp =To+Ei+7].

Derivarea in raport cu timpul

cel mobil (U ) este evidenta, (

(6.28

duce la:

100



VI Cinematica migcarii absolute a rigidului

(6.29
)

E iy + 1) =?o+éj+§i+ﬁ3+ 113
In membrul stdng se tine cont c& [] si [l sunt coordonatele CIR.
To+Eitnj=Vo+EDXI+NDX]=7+0x(E+1)) = 0.
Relatia 6.29 devine:

E1ip +Mj1 =&+ 1] (6.30

Membrul stédng al relatiei 6.29 reprezintd viteza CIR pe bazd iar
membrul drept viteza CIR in deplasarea sa pe rostogolitoare. Din
egalitatea celor douda viteze (vectori) rezultd ca cele doua
centroide sunt tot timpul tangente. (Viteza unui punct ce se
miscd pe o curbd este tangentd pe acea curbad).

Calculul modulelor celor doud viteze se face cu relatia:

e
g2+ =87 +1

Sau

SRR RRE

si in final prin Inmultirea cu dt.

(d&;)? +(dmy)* =(de)* +(an)? (6.31
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Relatia 6.31 probeazada faptul ca CIR parcurge spatii egale pe cele
doua centroide in acelasi interval de timp si de aici
justificarea proprietdatii enuntate.

In ecuatia lui Rivals 6.14 descompunem dublul produs
vectorial si tinem cont de perpendicularitatea dintre viteza
unghiulard si vectorul de pozitie al unui punct curent din planul
miscarii.

2 (6.32

=)+ (@0 T+EXT=8)— O T+EXT

Scriem ecuatia 6.32 cu ajutorul proiectiilor pe axele sistemului

de referintd mobil (in plan).

i j K
axf4—ay3==aoxi4—a0y3—(02(xi4—y3)+-0 0 g,
x y O
(6.33
)
si obtinem componentele acceleratiilor
2 .
ay =apgy —O X—¢gy;
2
ay =apy —O y+ex.
(6.34

Daca se cautd un punct J de acceleratie momentand nulad (centrul
instantaneu al acceleratiilor) de coordonate ¢&'si n'atunci aceste

coordonate se obtin din relatiile 6.34 prin anularea membrilor

stdngi. Rezolvarea sistemului astfel obtinut conduce la:
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2 (6.35
07 a0 2007 F e |
; .
g2+t g2 +ot
Dacd se considerda doud puncte oarecare A si B pentru care se
aplica ecuatia lui Rivals si apoi se scad aceste doud ecuatii

membru cu membru, se obtine:

§A=§O+EXO_A—0320_A; (6.36
_B=§O+§xaﬁ—m26§; )
—ap -, =ex(OB-0A)-w*(OB-O0A)
Ecuatia 6.36 se pune sub o forma utild in aplicatii:
EBZEA—(DZE-FEXE (6.37
)
Dacd se considerd ca A este CIA. atunci
EBZ—O)ZJ_B-FEXJ_B (6.38
)
Se observad existenta a doua componente ale acceleratiei:
-n _ 27%nm C R : < (6.39
agpa =—® AB, coliniard cu AB (acceleratie normald ).
)
=t _ = AR . 5 AR ; (6.40
apa =€ xAB, perpendiculard pe AB (acceleratie
tangentiald ). )
Relatia 6.37 poate fi scrisad
(6.41

EB ZEA +5BA'
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unde

— —n _t (6.42
apa =apa tapa

O proprietate a acceleratiei relative g, este cd oricare ar

fi punctele A si B 1inclinarea ei fatd de segmentul AB este

aceeasi, (Fig. 6.9).

(6.43

Figura 6.9
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VII Cinematica miscarii relative a rigidului

7.1 Miscarea absolutd, miscarea de transport si miscarea

relativa. Derivata absolutda a unui wvector.

Adesea in practicd miscarea unui corp se raporteazda nu la un
sistem de referintd fix ci la unul de referintd mobil, aceastd
miscare a corpului fatda de reperul mobil se numeste miscare
relativa. Miscarea reperululi mobil fatda de cel fix se numeste
miscare de transport. Miscarea absolutd, a corpului in cauzad, se
obtine prin compararea miscarilor de transport si a miscarii
relative. Ca un exemplu se considerd miscarea Lunii in raport cu
Soarele.

Miscarea relativa este miscarea Lunii in raport cu Paméntul,
iar miscarea de transport este miscarea Paméntului in raport cu
Soarele. O notiune necesard in studiul miscdrilor relative o

constituie derivata absolutd a unul vector. Fie un sistem de

referintd mobil Oxyz triortogonal drept cu versorii axelor i,j,k

si un sistem de referintd fix cu versorii axelor j,j.ki, (Fig.7.1).

Un vector wvariabil V wva putea fi exprimat fie ©prin
proiectiile pe axele reperului fix , fie prin proiectiile pe

axele reperului mobil astfel:
V = Vxlil + Vyljl + VZ1E1 = in+ Vy3+ VZE (7 -1 )
Derivam ultima egalitate in raport cu timpul.

Vs + Vs + VK = Vi + Vi i+ VK + Vi + Vg j+ V,k
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e A VA
Vil + Vi + Vky =q (7.3)

Figura 7.1

Relatia 7.3 exprima derivata absoluta a vectorului A%
(proiectiile vectorului pe axele sistemului fix se deriveaza 1in

raport cu timpul)

ViV,
AT VYT VR =5 (7.4)

Relatia 7.4 exprimd derivata relativd a vectorului AY
(proiectiile vectoruluil pe axele sistemuluil mobil se deriveaza in

raport cu timpul consideré&ndu-se versorii sistemului ficsi)
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in+Vy3+VZ§=VX6x1+Vy6x]+VZ6xE=Gx(fo+Vyj+VZE)=6xV (7.5)
Se obtine relatia finala:
dv. oV - (7.6)

Observatii:

1. Dacd vectorul Veste invariabil legat de reperul mobil

proiectiile pe axele acestul reper sunt constante si ca atare:

ov 0=V v _ v (7.7)
—_— = - =—=® X .
ot d
— . dv oV , 5 5
2. Dacda wxV=0 atunci -agzrgg(derlvata absolutd este egalad
cu derivata relativd). oxV=0 atunci cand:

a) o|V;
b) ®=0 (miscarea triedrului mobil este o translatie 1in

raport cu cel fix).

3. Fie w=V .Aplicarea relatiei (7.6)

si de aici:

do Jo (7.8)

dt ot

Derivata absolutd si derivata relativd ale vitezei unghiulare

coincid Intotdeauna.
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7.2 Compunerea vitezelor si acceleratiilor 3in miscarea

relativda cu punctul material

Fie cele doud sisteme de referintd: cal fix si O;xyy;z;si cel
modul Oxyz si un punct oarecare M caracterizat de cele doua
sisteme de vectori de pozitie (Fig. 7.1). Relatia de legatura

dintre ceil doli vectori este:
I =T, +T. (7.9)

Derivata in raport cu timpul se face tindnd seama ca vectorul

Ipeste exprimat prin proiectiile sale pe axele sistemului fix iar

vectorul T, variabil si ca directie s$i ca pozitie, prin
proiectiile pe axele sistemului mobil. Astfel:
dy dry, or _ _ (7.10
—=——+—"+OXT
dt dt 0 )

Insd suma

&b _ _ (7.11
G?+mxrzvo+mxr

conform relatiei lui Euler, reprezinta viteza unui punct solidar
cu sistemul de referintda mobil ce coincide ca pozitie cu punctul
M. Altfel spus, relatia 7.11 exprimd viteza de transport a
punctului M. Cu aceste precizdri se obtine legea de compunere a

vitezei in miscare relativa a punctului material.

_or (7.12
r Vr:a' )
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Viteza absolutd a wunui punct material este egalda cu suma
vectoriald dintre viteza relativd si viteza de transport a
punctului. Marimea vitezeil absolute se determinda cu ajutorul

teoremei generalizate a lui Pitagora:

7.13
|V,|= \/Vf + Vf +2v, v, cos(V, V,). (

~

Pentru a determina modul de compunere al acceleratiilor 1in
miscare relativda a punctului material se deriveazda din nou in

raport cu timpul relatia 7.10

d%y, d2f0+d(6f)+d o d2f0+82f+_ o do (8?+_ _)
=—F+—| —|+— (0 x71)= — X—+—X x| — X
dt2  dt?  dt\ét dt(m 2 a2 o2 et Tar O e O
’t, & o
= mz-+mx(mxr)+8xr+2mng+5?-
d?7, (7.14

a, = +OX(OXT)+exT=a)+0OX(0OXT)+exT )

dt?

reprezinta acceleratia unui punct solidar cu sistemul de

referintd mobil si coincide in momentul studiului ca pozitie cu
punctul M, adicda acceleratia de transport a;. Termenul egal cu
dublul produsului vectorial dintre viteza unghiulara si viteza

relativa reprezintd acceleratia complementard Coriolis ag.

_ _ o __ (7.15
aC:2oa><a:2oa><vr

iar
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o%F (7.16
ar:atza )
reprezintd acceleratia relativa a,. Legea de compunere a

acceleratiilor in miscarea punctului material se scrie:

=a;+a, +a (7.17

care 1n cuvinte se exprimd: acceleratia absolutd este egald cu
suma vectotiald dintre acceleratia de transport, acceleratia
relativd si acceleratia complementard Coriolis. Acceleratia
Coriolis este un vector perpendicular pe planul definit de
vectorii viteza unghiulara si viteza relativa. aceasta

acceleratie este nula daca

e V,=0 (lipseste miscarea relativi);
e 0n=0 (miscarea relativa este o translatie)
o V,|o.

In aplicatiile in care se lucreazd cu mecanisme plane, (contin
numai cuple de <clasa a IV-a si cuple de <clasa a V-a ),
acceleratia Coriolis este perpendiculara pe viteza relativd, iar

sensul ei se determind mult mai wusor prin rotirea vitezei

relative cu 90° in sensul indicat de viteza unghiularid de
transport. Mai mult pentru cuplele de clasa a V-a aceasta
acceleratie este nuld in cazul cuplei de rotatie iar pentru cupla
de translatie este perpendiculard pe directia ghidajului cuplei.

Completdri suplimentare vor fi aduse la timpul potrivit.
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VIII Cinematica miscarii relative a rigidelor

8.1 Determinarea relatiei de compunere a vitezelor si

acceleratiilor liniare.

Se considera un rigid in miscare, cdruia 1 se ataseaza un

triedru 0O,X,y,Z,, fatd de un triedru mobil O;Xx;y;z; care la randul

sau se miscd fatd de sistemul de referintd £ixOgXxyypzo,. Fig. 8.1.

Figura 8.1

Miscarea triedrului Ojxy;z; fatd de triedrul Ogxyypzpeste
caracterizatd de parametri Viy,0;9 si 3,&plar a triedrului
0,%x,y,2, fatd de triedrul O;xyy;z; de parametrii cinematiciV,;,m,;

si @,;,€5;. Punctul M are 1in cele doud sisteme mobile de
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coordonate vectorii de pozitie T} si respectiv T,. Viteza absolutd

a punctului M se obtine cu relatia
Vo, =V, +V, (8.1)
unde viteza de transport este:
Vi =Vt 00 XT (8.2)
iar viteza relativa YV,
V, =Vy + 5 X1, (8.3)
Astfel pentru viteza absoluta
Vo =Vop =Vig+ Vo + 019 XT] + 0y XT;
Ecuatia 8.4 da relatia pentru compunerea vitezelor iIn miscarea
relativa a rigidului.

Pentru determinarea acceleratiei absolute a punctului M se

utilizeaza relatia 7.14

unde acceleratia de transport este:
A =21+ 0 x (19 xT) +&1g X T (8.6)

acceleratia complementara Coriolis

_ _ M _ _ _ _
8, =201 X V1 =201 X (V21 + 0 XT)
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si acceleratia relativa
ﬁr:§21+621><(621><f2). (8-8)

Din relatiile 8.7, 8.6, 8.5 se obtine:

M — - == . _
a, =8y =ajg+8y +€;9 XTI+ & XTy + @19 X (W9 X))+ @y X (07 XT) +
+2610 X (Vo +@y) XTy)

Relatia 8.9 reprezintd relatia de compunere a acceleratiilor 1in

miscarea relativda a rigidului

8.2 Determinarea relatiei de compunere a vitezelor si

acceleratiilor unghiulare.

Pentru a determina relatia de compunere a vitezelor
unghiulare in miscarea relativd se exprimda vitezele absolute a
doud puncte de pe rigid A si B cu ajutorul relatiei 7.22 si apoi
se tine seama dacd cele doud puncte sunt pe acelasi rigid atunci

vitezele lor sunt legate de relatia lui Euler

VZAO = VIO +V21 +610 X 01A+621 X OzA,

(8.10)

B _ — _ _ _—  _
V20 = VlO +V21 +(Dlo X01B+O)21 XOlB,

Intre cele doud viteze subzistd relatia lui Euler deoarece se

afla pe acelasi rigid.
V) = Vi +®, x AB (8. 11)

Introducem in relatia 8.11 scrisad sub forma:

VE —Vhh = x AB (6.12)
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VIII Cinematica miscarii relative a rigidelor

expresiile 8.10, cu observatia KEzzOLB—ChA:zOzB—i)yA, se obtine

VIO +V21 +610 X OIB+621 X OIB_VIO _VZI _610 X OIA_621 X 02A :620 XA_B
si in definitiv

GIOXE_{—GZIXEZGZ()XE (8.13)

Cum vectorul ABeste oarecare, relatia 8.13 are loc dacd si numai

daca
620:6104'621 (8.14)

In relatia 8.14 O, reprezintd viteza unghiulard absolutd ®,, O

viteza unghiulard de transportwm;, ilar ,; viteza de unghiulara
relativ ®,. Relatia 8.14 se mai scrie:
0, =0,+0, (8.15)

Adica viteza wunghiulard absolutd este sumda vectoriald dintre

viteza unghiulard de transport si viteza unghiulard relativd.
Pentru determinarea relatiei de compunere a acceleratilor

unghiulare se deriveaza relatia 8.14 si se are in vedere ca 1in

timp ce )y, este raportatd la sistemul de referinta fixOyXyy¢zg,

W, este raportatd la sistemul mobil Ox;y;z; -

doy,y doy doy do,, dwy, _ _ (8.16)
dt  dt at - dt ot F®10x 02
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VIII Cinematica miscarii relative a rigidelor

€0 = €10 T &3 T Mo X Wy (8.17)

In relatia 8.17 &y=¢,, €0=¢& S1 &, =¢,. Legea de compunere a

acceleratiilor unghiulare in miscare relativd a rigiduluili este
€, =€ TE O XO (8.18)

Termenul ®;x®,se numeste acceleratie unghiulard complementard si
este nul cand:

e o, =0, (miscarea de transport este o translatie);

e o,=0, ( miscarea relativd este o translatie);

e o.®o,, (spre exemplu in miscarea planparaleld)
Relatiile 8.4, 8.9, 8.14 si 8.17 se generalizeaza imediat prin

inductie completa. Pentru aceasta se considerd n sisteme de
referintd din care primul OgXyygz, este cel absolut (fix) iar
ultimul O.x,y,Z, este solidar legat de rigid. In plus se
cunoaste miscarea unui reper oarecare (k) fata de precedentul (k-

. . v . : N
1), miscare caracterizat kkgd parametrii cinematicCil Viy_i,
O 17 A p1SL  Epg - Pozitia wunui punct M al rigidului este

caracterizatd in sistemul O;x,yyzy de vectorul de pozitie T,

Fig. 8.2

Figura 8.2
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Relatiile pentru parametrii cinematici ai rigidului sunt:

viteza absolutd a punctului M:

n (8.19)

n
M — — _—
Vo = ka,k—l + Z(Dk,k—l XTIy s
k=1 k=1

viteza unghiulard absolutd:

n (8.20)
Ono = Z(Dk,k—l ;
k=1
acceleratia absolutd a punctului M:
n n n
B0 = 2Bkt + 20 EBrget XT) + 2 D gt X @y gy ¥ Ti) +
k=1 k=1 k=1
k-1 n
+22. 27050 % (Vi gt + O oy X Ty) (8.21)

j=1k=1

acceleratia unghiulara absolutd:

n n k-1
€no = ng,k—l + szj,j—l X Ok k-1
k=1 k=1i=1 (8.22)
=1j=
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IX Cinematica mecanismelor cu cuple inferioare

XI Cinematica mecanismelor plane cu cuple inferioare

9.1. Metoda ecuatiilor vectoriale

Se aplicd pentru mecanismele plane ce au in structura lor
diade. Se calculeaza gradul de mobilitate al mecanismului care
trebuie sa fie egal cu numdarul de elemente conducdtoare. Se
face descompunerea in grupe structurale. Ordinea de abordare
este dinspre elementul conducator inspre elementul condus
trecdnd din grupa in grupa. Principiul metodei consta in a
exprima viteza respectiv acceleratia unui punct al grupei 1in
doud moduri obtindndu-se o ecuatie vectoriald planda. De obicei
rezolvarea acestel ecuatii se face utilizénd planul vitezelor
pentru distributia de viteze si cel al acceleratiilor pentru
distributia de acceleratii. Acest procedeu de rezolvare este
unul grafic. Daca se proiecteazda ecuatia vectoriala pe douad
axe perpendiculare alese convenabil se obtine un sistem de doua
ecuatii scalare care se rezolva analitic.

Se prefera expunerea metodei grafice deoarece este mai

sugestiva.

Figura 9.1

Ecuatiile vectoriale sunt de doud tipuri:
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IX Cinematica mecanismelor cu cuple inferioare

I. Ecuatii care leagd vitezele (acceleratiile) a doud
puncte A si B ce apartin aceluiasi element <cinematic,
(Fig.9.la). Acestea sunt ecuatiile lui Euler si ale lui Rivals
scrise sub o formd putin diferita.

Ecuatia de viteze:

! AB>
Vg =Va +Vga Vpa = @ X AB { perpendicular pe AB,

rotim ABcu m/2 in sens @.

Vga - este viteza relativa a punctului B fata de A

Ecuatia de acceleratii:
=~ _ = ,=n =t
aB :aA +aBA +aBA
2
() KABB

aj, = -0>AB qparalela cu AB,

sens contrar lui AB (B—>A).

€l AB»
ags = & x AB < perpendicular pe AB,

rotimAB cu 7t /2 in sens @.

Componentele apg,si atBA se numesc componentele normald si
respectiv tangentiald ale acceleratiel relativeapy .

II. Ecuatii ce leagd vitezele a doud puncte ce apartin unor
elemente diferite dar coincid ca pozitie In momentul analizei.
Fie A; un punct ce apartinédnd elementului 1 si A, un punct de
pe elementul 2 ce coincid ca pozitie. Mecanismul fiind cu
cuple inferiocare, legdtura dintre cele doua elemente 1 si 2
trebuie sd se facad printr-o cupld de translatie de clasa a
cincea. (dacda s-ar face printr-o cuplda de rotatie cele doua

elemente sunt tot timpul doud puncte comune care se suprapun in
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IX Cinematica mecanismelor cu cuple inferioare

centrul cuplei de rotatie. Daca mai aducem inca o pereche de
puncte sa coincida ca pozitie cele doud elemente nu mai pot
avea miscdari relative si devin un singur element cinematic).
In ecuatiile de viteze si acceleratiei, viteza si acceleratia
relative sunt tot timpul paralele cu posibilitatea de deplasare
relativa din cupla de translatie (notatd mm), (Fig.9.1lb).
Ecuatia de viteze 8.1 caracteristicd miscdrii relative se

scrie astfel:

Vi =V v 9.5
VA2 VA1 +VA2A1 ’ ( )
Va,A,llmm  (directia cuplei de translatiae)
Ecuatia de acceleratii 8.5 se scrie.
- —c —r (9.6)
aA2 —aAl +aA2A1 +aA2A1
2(’0VA2A]’
—C _— p— .
ap,A, = 20 X Vp 5 yperpendicular pe mm,
rotim Va A, cu 7/ 2 in sens .
(9.7)
(9.8)

A, [[mm;

EX#M reprezintd acceleratia Coriolis iar ER#M acceleratia
relativa. De remarcat cad datorita legdrii prin cupla de

translatie a celor doud elemente ®; =0, =O

Observatii:

1. Pentru rezolvarea unei grupe se vor utiliza ecuatii care
leagd vitezele si acceleratiile acelorasi puncte.

2. Necunoscutele din ecuatiile de tipul I sunt

perpendiculare pe raza vectoare, 1lar pentru ecuatiile de tipul
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IT sunt paralele cu directia miscdrii relative din cupla de
translatie ce leagd cele doud elemente.

3. Numdrul de ecuatii de tipul II necesare 1in studiul
cinematic al wunei diade este egal cu numdarul cuplelor de
translatie pe care le contine grupa (diada).

4., Nu se va trece la determinarea unui parametru cinematic
de un anumit ordin péna ce toti parametri cinematici de ordin
inferior sa nu fi fost determinati.

5. Pentru viteze si acceleratii unghiulare trebuie pe léanga
determinarea marimii sd se precizeze si sensul (indicat printr-
o sdgeatd curbd) directia acestora este perpendiculara pe

planul miscdrii.

9.2 Constructia poligoanelor de viteze si acceleratii.

Teorema asemanarii

Planul vitezelor este o constructie grafica 1in care
vitezele diferitelor puncte sunt reprezentate prin segmente
orientate proportionale cu vitezele corespunzatoare. Raportul

de asemdnare este scara vitezelor k care se defineste ca

\'%
raportul dintre marimea vitezei reale si segmentul

corespunzator din poligon mdsurat Iin mm. In acest plan se
alege un punct p, numit polul vitezelor din care pleaca toate

segmentele corespunzatoare vitezelor absolute. Intre punctele
de pe un mecanism si punctele din planul vitezelor existda o

corespondenta definitd astfel: vitezei punctului A, V,, 1i va

corespunde in poligon vectorul p,a si are loc relatia:
Va = kvpva

m/s
unde k,este scara vitezelor cu dimensiunea [———}
mm

In planul vitezelor vom 1intdlni notatiile punctelor de pe

mecanism dar notate cu litere mici; de exemplu a, b, c.....
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IX Cinematica mecanismelor cu cuple inferioare

In planul vitezelor functioneazd teorema asemdndrii pentru
viteze, care spune: vadrfurile vitezelor a trei puncte
necoliniare de pe un rigid formeazd o figurd asemenea Si
parcursda in acelasi sens ca si figura formatd de cele treil

puncte. (Fig. 9.2).

\a)—/' a
Figura 9.2

In cazul 1in care punctele sunt <coliniare si punctele
corespunzatoare din poligon vor fi coliniare se vor afle atunci
in acelasi raport ca si punctele de pe rigid. Vectorii

corespunzatori wvitezelor absolute (marcati cu un singur indice

VA>VB, VA, 5e0) pornesc toti din polul vitezelor. Cei
corespunzatori vitezelor relative (marcati cu doi
indici: Vga,Va,a,s--») a@u capetele In puncte diferite pe polurile
vitezelor. Ecuatiile din poligonul de viteze ce corespund

ecuatiilor 9.1 si 9.5 sunt:

pb=pa b (9.10

Si respectiv:

.11
pya, =pya; +aja, (9

Poligonul de acceleratii se construieste in acelasi mod cu cel

al vitezelor dar punctele din planul acceleratiilor se noteaza
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IX Cinematica mecanismelor cu cuple inferioare

cu mici indexate cu apostrof (a',b',a',..) cu doud exceptii care

vor fi specificate. Polul acceleratiilor se noteazda cup,.

m/ s’

Scara acceleratiilor este k, si are dimensiunea

mm

Teorema asemdandrii pentru acceleratii are acelasi enunt ca 1in
cazul vitezelor. Ecuatiile din poligonul de acceleratii

corespunzatoare ecuatiilor 9.2 si 9.6. sunt:

p,b'=p,a'+a'ng, +ng,b', (9.12

respectiv

1 1 1 1 9-13
Pad'y =paa'i +a'tkya, tkaa,a’ {

ngy, Si kAlA2 sunt punctele din planul acceleratiilor si

constituie cele doud exceptii subliniate mai sus.

Rezolvarea unei ecuatii vectoriale cu ajutorul poligoanelor
se face scriind in ambii membri ai ecuatiei mai iIntdi termenii
cunoscuti iar ultimul loc in fiecare membru va fi ocupat de un
termen pentru care nu se cunoaste decédt directia.

In planul corespunzdtor se construiesc cei doi membri ai
ecuatiei utilizadnd regula poligonului. Pentru fiecare membru
ultimul vector va avea numail originea si directia cunoscute,
iar wvarful necunoscut. La intersectia celor doua directii ce
corespund vectorilor necunoscuti se va afla varful vectorilor
necunoscuti. Pentru determinarea mdarimii acestor vectori, se
masoard segmentele reprezentative din poligon, in milimetri si
se Inmultesc cu scara planului respectiv.

In TABELUL 9.1 se prezintd rezolvarea grafoanaliticd pentru

cele cinci aspecte ale diadei.

9.3. Metoda contururilor vectoriale
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IX Cinematica mecanismelor cu cuple inferioare

Este o metodd analitica care permite determinarea pozitiei
distributiei de viteze si acceleratii a oricdrui mecanism plan,
cu cuple inferioare. S-a ardtat cd intr-un mecanism plan o
cupld superiocard poate fi inlocuitd pentru a se obtine numai
lanturi cinematice plane cu cuple inferioare. Principiul
metodeil constd in scrierea ecuatiilor vectoriale de 3inchidere
ale contururilor vectoriale corespunzdatoare unuil mecanism plan.
Daca se considera un lant cinematic plan 3inchis unim cu
segmente de dreaptd centrele cuplelor acestuia. Alegem un sens
de parcurs si vectorizdm aceste laturi scriind ecuatia de

inchidere sub forma:

L+ Lyl =0 (9.14

TABELUL 9.1

Tip | Schita diadei si poligoanele Ecuatii

de viteze si acceleratii

RRR
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Vg = VA”’&A"Vc“ﬁc
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TRT - . - - -
Va’ = Va,‘f' V3'£3 » ng = Va"‘ + Vazsg

Haa = ﬂﬁﬂ
=g, %, kv (R %)

;;8381 = pﬂ;&'g "A'V (%)

Vay8, = Va8 < Mv (b204)

‘?41 = ¥y *+ Vasay

i ——

—— S ——

(Vasag Va3 3 Veary = Vay8,)

(b4,) 730,
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= = “z -
agf = 0’53 1‘53’33 +03;33 -
Lax Haa

- pal -
=05,% %, * %88, 7 98, by
185 Igp
--—*"7-5, a 532 = ko (P b}

=L A~ - —
03}83 - 2‘“’3" Vﬁ}ﬂ‘? = kﬂ (bs xf,a)
Tap8y = 2y ¥ 8, =Ko (byk2)
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55251, = "”‘0 (A'E)
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. = =C =r
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{.3 = E‘? = £,=0
===-54, = 5&,‘ 5;:, ”*"a (% 6;)
~S-I - =
=0 AB,

==='532 = ko (ﬁ;g)

é£&=*bfaﬁg)

ar=by=¢;

Ecuatia 9.14 este ecuatia de inchidere a conturului vectorial.
Se alege un sistem de axe Oxy convenabil iIn planul
mecanismului. Ecuatia 9.14 se proiecteazd pe axele sistemului
de coordonate. (Se 1Inmulteste scalar fiecare ecuatie cu
versorii i si j).

Se recomandd ca orientarea tuturor vectorilor sa se facd 1in
raport cu aceiasi bazd de mdsurare. Pentru aceasta, in originea

fiecdrui vector se duce o paralelda la semiaxa pozitiva Ox.

Vectorul /, poate fi reprezentat sub forma:
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T =0, T, (9.15
)

unde U este un versor coliniar si cu acelasi sens cu

vectorul, (Fig. 9.2).

Figura 9.2

Directia vectorului /{; este caracterizatd de unghiul @y
masurat in sens trigonometric de la paralela dusa in originea
acestuia la semiaxa pozitiva Ox pdna la vector. In acest fel
se asigurd o baza comund de raportare a directiilor vectorilor.

Ecuatia 9.14 se poate scrie:

n o (9.15
20t =01 i )
k=1
Si proiectatd pe axe (inmultitd scalar cu versorii axelor)
n —_
ngﬁki = 0
k=1
n (9.16
2 (iU j=0 )
k=1

Dar
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Ugi =[ullifcos[£(Ty,1)] = 1-1cos(@y)
s = T . (9.17
Uy j =[ul|jlcos[£(Uy, )] =1-1cos(¢y =) =sin(¢y)

Ecuatiile de proiectie ale ecuatiei de inchidere 9.14 iau forma

n

Dl cos(py) = 0;

k=1

n

>0y sin(py) =0; (9.18
k=1

Sistemul 9.18 este un sistem cu doud ecuatii si poate avea douad
necunoscute pentru a fi compatibil. Dacd mecanismul este
format numai din grupe structurale de clasa a II-a (diade)
acest lucru este intotdeauna este posibil. In cazul grupelor
de clasd mai mare decadt doi trebuie considerate simultan
ecuatiile de proiectie a mai multor contururi vectoriale.
Sistemul 9.18 furnizeazd parametri cinematici de pozitie ai
lantului cinematic. De obicei solutiile acestuia sunt multiple
si va trebui aleasa dintre toate solutiile cea care corespunde
mecanismului real. Se recomanda in acest scop un desen la
scard a mecanismului pentru o pozitie precizatd a elementelor
conducatoare.

Dupa determinarea pozitiei se pot determina vitezele fie
prin derivare directd 1in raport cu timpul a expresiilor
necunoscutelor din sistemul 9.18 fie se deriveaza fiecare
ecuatie a sistemului in raport cu timpul si apoi se rezolva.
In primul caz se obtin relatii complicate dar care nu depind
decdt de parametrii constructivi, de pozitia si miscarea
elementelor conducatoare. In al doilea caz rezultd un sistem
algebric dar care in expresiile coeficientilor necunoscutelor

va contine si solutiile sistemului 9.18. Derivarea se face
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tinédnd cont cad in general pentru un vector variazd atdt marimea
cdt si directia. Astfel ecuatiile pentru determinarea

vitezelor sunt:

Ldey .
2. cos(01) — i sin(@p ooy =0;

i d o, = 30K
E:___Sﬁﬂ®k)+5k00“®k)®k:ZOQ )
o dt

Pentru ca sistemul 9.19 sa aiba solutie  trebuie ca
discriminantul sdu sa fie nenul. Aceastd conditie va determina
0 restrictie 1intre parametri constructivi ai mecanismului.
Pentru determinarea acceleratiilor se deriveazda inca o data in

raport cu timpul ecuatiile 9.18 si se obtine:

470 | dry . 2
2.~ 2 008(91) ~ LBy SN(@1)0 =201~ Sin(0y) 0kl cos(py) = 0
k=1

n d2 K . dﬁk 2 .
2 e sin(Qy ) + £ &y cos(@y )y +2my dt cos(@y ) — i Ly sin(¢y ) = 0;
k=1

(9.20

unde s-a notat:

_ &gy
€k = dt2 (9.21

Sistemul 9.20 este tot un sistem algebric liniar si are
discriminant ca si sistemul 9.19. Pentru un mecanism ce
contine mai multe contururi vectoriale existd posibilitatea ca
nu toate sa fie 1indeplinite si este posibila obtinerea de
ecuatii scalare care sunt echivalente. Numdarul de contururi
independente se determinad astfel: se desface unul din lanturile
cinematice inchise ale mecanismului. Dacd ceea ce a ramas mai

contine lanturi inchise se desfac pe rand toate aceste lanturi.
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Numarul de lanturi cinematice desfdcute este egal cu numdarul de
contururi independente. Dacd mecanismul este format numai din
diade se incepe cu contururile ce contin elementele
conducdtoare si se continud apoi cu contururile ce contin
urmatoarele diade 1in ordinea legdarii lor pentru formarea
mecanismului. La aplicarea metodei este posibil ca desi
conturul sa fie sd fie format numai prin legarea la elementul
conducdator si la batiu a unei diade, numdrul necunoscutelor sa
fie superior lui doi. In acest caz se cautd o directie dupi
care unul din vectori are proiectie constantd si se descompune
vectorul dupd acea directie si dupd una perpendiculara pe

aceasta.
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X. Mecanisme cu came
10.1 Mecanismele cu came. Definitie. Exemple. Clasificare

Mecanismele cu came sunt mecanisme la care elementul
conducdtor este un element profilat numit camd care transmite
miscarea la un element condus numit tachet. In Fig. 10.1, 10.2,

10.3, 10.4, se prezintad diferite solutii constructive ale acestor

mecanisme:

Figura 10.1 Figura 10.2
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d)

Figura 10.3 Figura 10.4
Clasificarea mecanismelor cu came se face dupda mai multe
criterii:
1l.dupa forma constructiva a tachetului:
- tachet cu véarf (fig.10.1a,10.1d )
- tachet cu talpa (fig 10c¢,10f,10.3c)
- tachet cu rola (10.1b,10.1e,10.2b,10.2¢c,10.3a,etc)
2. dupd caracterul miscdrii tachetului:
- tachet cu miscare de translatie (figl0.1a,10.1b,10.2a,etc)
- tachet cu miscare cu miscare oscilanta (fig
10.1d,10.1e, ... ,etc)
- tachet cu miscare plan paralela (figl0.2b)
3.dupd caracterul miscdrii camei:
- cama rotativa (figl0.1,10.2a,10.2b,10.3,10.4)
- cama cu miscare oscilanta (fig 10.2d)
- camd cu miscare de translatie (10.2c)
4. dupd caracterul cupleili superioare cama-tachet:
- cupld unilaterala(10.1,10.2,10.4d)
- cupléd bilaterala (10.3,10.4a,10.4d,10.4c,10.4Db)
5.dupd forma corpului din care provine cama:
- came plane (10.1,10.2,10.3)

- came cilindrice (10.4a,10.4c)
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X Mecanisme cu came
- came tronconice (10.4b)

- came globoidale (10.4d)

10.2 Analiza cinematicd a mecanismelor cu came

Presupunem determinarea miscarii tachetului cunoscand
profilul camei si miscarea acesteia.Existd mai multe metode
dintre care mentiondm:

- metoda diagramelor cinematice
- metoda ecuatiilor vectoriale
- metoda inlocuirii cuplei superioare

Metoda diagramelor cinematice presupune determinarea printr-

un procedeu oarecare a dependentei dintre parametrul de pozitie
al tachetului in functie de parametrul de pozitie al camei.
Se interpoleaza aceste date discrete iar functia de interpolare
se deriveazd odata in raport cu timpul si se obtine variatia 1in
timp a vitezeil tachetului si o a doua derivare permite obtinerea
si a aceeleratiei tachetului.

Metoda ecuatiilor vectoriale utilizeazd aceleasi principii ca
si analiza cinematicd a mecanismelor cu cuple inferioare prin
metoda grafo-analitica. Ecuatia de wviteze pentru o cupla

superiocara, (Fig. 10.5), este:

Figura 10.5

VBZVA_'_VBA (10-1)

Vpalltt
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Vs reprezintd viteza relativa dintre punctele A;si B, ce se
suprapun ca pozitie 1iIn cupla supericara si este paraleld cu
tangenta comuna tt in punctul de contact si are modulul
necunoscut. In poligonul vitezelor ecuatia 10.1 are drept
corespondent ecuatia:

pb=pua+ b (10-2)

Pentru acceleratii se foloseste relatia ce leaga acceleratiile

celor doua puncte, A de pe cama si B de pe tachet. Ecuatia este:

EBZEA‘FEEA‘FEEA'FEEA (10.3)

unde ag, reprezintd acceleratia normald

2

all, — VBA
BA — ’
v 2 P1
aBa =—(ﬂ] CA 4|/ mn,
P1 o (10.4)
A — C (sens opus lui CA)
ag, acceleratia Coriolis
apy =20Vpa,
aga =20 xVpy 1/l nn,
(10.5)

sens rotim Vg, cu 7/2 in sens,

iar ag, reprezintd viteza relativd dintre punctele A, si B, ce
se suprapun ca pozitie in cupla superiocara si este paralela cu

tangenta comund tt. Mdrimea acesteia este necunoscuta.
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X Mecanisme cu came

aga [|tt.

S-au notat cu nn directia normalei la profilul camei cu punctul
de contact si cu p, raza de curburd a profilului camei cu punctul

de contact. Relatia din poligonul de acceleratii corespunzatoare
relatiei 10.4 dar scrisa cu termenul necunoscut pe ultimul loc

este:

p,b'=p,a'+a'ngs +npscpp +Cpab’ (10.6)

In tabelul 10.1 se prezintd analiza cinematicd a celor mai

utilizate mecanisme cu came.

TABELUL 10.1

Schema cinematica si Ecuatiile de Ecuatiile de
poligoanele de viteze si |viteze acceleratii
acceleratii
(1I1) Vya¥,4%g, (I11) EB-EA+E§A+E§A+E;A
= o= L = = =0 =T
(11) V5=V +Tyg (IT) BpeBp+ap,+ap,

T (vt lgp L0, | Ba(eymdioy//oK4+0)
ge roteste OA ov E;}A(%Anng/g’.//nn,A*D-oentrul
90° Sn sensul wyf ds ourbur)

va//tt E%A<a§A=2w1vBA,//nn.ae rotegte
vczo VﬁA ou 90° %n sensullul)
Vyg//xx al, /1

EG"O' a-go"o (l-l)z"o) ’ E"IB‘O//H
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\{:1)
g \'rc-=0, VBC.LBC ?BA ou 90° $a sensul wl)
q' al tt
e aga//
Ecxo
Bp(850=whly s //BC,B0)
=
- ch_LBC
]
" o )
a Nac
Niga

(1II1) V:B”VA“VB "

(1) 'iBnﬁcﬁr‘Bc

VTA(VA-wlIOA,J_ 04,
sa rotegte OA oul
90° 4¢n angul w, )

Fou/ /b

(I11) By=s, 450, /a2 Aﬁ; 4

(1) Bpagran+as,

EgA (e.gA-ng/g y//nn, A--D-gentrul

de’ ourbur¥)

EgA(agf&llvM.//nn, ae roteéto

(I1) ¥ge¥ 4%, (IT) & C+;§0+a§o
Fulry=vy =z, /x| 8, =0(5 mot)
::n_vq;.x% Hdensdo 5§A(°§A- gA/S’.//nn,A-D-oentruJ
2, WAL de ourbur¥)
; Pa>C Tg"0s Tpol /vy ipy=0(0y=0), & //44
g0y ing=0(up=0), &5/ /sy
a B.C LY

(111) -V-BRVA*’;BA

(I11) Byed, 425 4ap 485

Ultimul caz corespunde mecanismului spatial cu camd cilindrica

si tachet de translatie care prin desfasurarea cilindrului camei
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X Mecanisme cu came
se transformda Iintr-un mecanism plan cu cama In migcare de

translatie uniformd cu viteza:

v = 270r, (10.7)

unde r,este raza cilindrului camei si [l vitezd unghiulard a camei
cilindrice.

Analiza cinematicd prin metoda transformdrii cuplei superioare
presupune inlocuirea cuplei camda-tachet si transformarea
mecanismului Iintr-un mecanism cu cuple inferiocare dupa care se
aplicd una din metodele de studiu din capitolul IX . 1In TABELUL
10.2 se prezintd mecanismele inlocuitoare ale celor mai uzuale

mecanisme cu came.

TABELUL 10.2
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X Mecanisme cu came

10.3 Aspecte specifice ale functiondrii mecanismelor cu came

Dacd se considerda un mecanism cu tachet de translatie cu rola

pentru exemplificare.

In functionarea unui astfel de mecanism se disting patru faze,

(Fig. 10.6):

A AN

h,¥,

®1 0P 03 Q4
27

Figura 10.6

- faza de ridicare (tachetul se depdrteazada de centrul rolei)

- faza de stationare superioard (tachetul este imobil 1In pozitia
cea mail ridicata)

- faza de cobordre (tachetul se aproprie de centrul camei)

- faza de stationare inferioard (tachetul se afla imobil 1in

pozitia cea mai coboratad)
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X Mecanisme cu came

In functionarea mecanismului cu came fazele de stationare pot
lipsi. Distanta dintre cele doud pozitii extreme se numeste cursd
a tachetului si iIn cazul tachetului de translatie se noteaza cu
h.

In functionarea unui mecanism cu came pot apdrea urmdtoarele
fenomene nedorite:
a) socuri care pot fi:
- dure atunci cand viteza prezintd discontinuitdti finite;
- moi cénd acceleratia prezintd discontinuitdti finite.
b) autoblocarea este fenomenul in care tachetul nu mai poate fi
pus in miscare oricdt de mari ar fi fortele ce actioneaza asupra
lui. Parametrul ce caracterizeaza acest fenomen este unghiul de
presiune care se defineste ca unghiul pe care 11 face directia
unei forte cu viteza punctului sdau de aplicatie. Se noteazd cu
a. Conditia de evitare a autoblocdrii este ca wunghiul de
presiune sda nu depdseascd o anumitd valoare care se numeste unghi
de presiune admisibil s$i se noteazd cua,. Conditia de evitare a

autoblocdrii este exprimatd matematic prin inegalitatea:

o< a, (10.8)

La mecanismele cu tachet cu talpa acest unghi, dupa cum se poate
usor observa, este intotdeauna nul. Unghiul de presiune se

exprima functie de parametrii constructivi si cinematici ai

mecanismului. Complemenul unghiului de presiune se numeste unghi
de transmitere s$i se noteazda cu y. Un alt aspect este legat de
prezenta rolei 1n constructia mecanismului. Dacda se face

calculul gradului de mobilitate al unui mecanism cu tachet cu
rold se obtine pentru valoarea gradului de mobilitate valoarea
M=2. Rezultatul este contradictoriu la prima vedere dar rola are
0 miscare pasiva de rotatie 1in Jjurul axei proprii care nu
influenteaza migcarea tachetului. Blocarea rolei nu modificd
miscarea tachetului dar transformda frecarea de alunecare dintre

camd si tachet in frecare de rostogolire, care este mult mai
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X Mecanisme cu came
avantajoasa din punct de vedere al uzurii si pierderii de

energie.

Se disting douad profile, (Fig 10.7):

profil teoretic

profil real

[y "5,.. ...'i A
S s
RS

Figura 10.7
- profilul teoretic — este curba pe care o descrie centrul rolei
- profilul real - infasurdtoarea pozitiilor succesive ale rolei

cadnd centrul acesteia se deplaseazda pe profilul teoretic, (Fig.

10.7)

Figura 10.8 Figura 10.9

Profilul real poate prezenta fenomenul de subtdiere cand curbura
este pozitiva, (Fig.10.8), iar cdnd curbura este negativd rola nu
va putea urmdari profilul real contactul mutdndu-se brusc din A in
B ducédnd la socuri si la nerespectarea legii de miscare impuse,
(Fig.10.9). Acelasi fenomen apare si in cazul mecanismelor cu

tachet cu talpa plana. Aici necesitatea ca tachetul sa poata
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X Mecanisme cu came
urmdari (sa fie tangent) la profilul camei impune ca profilul sa
fie convex 1in raport cu polul pe toatd circumferinta camei,

(Fig.10.10) .

Tachet plan

profilul camei U ~

Figura 10.10

Legea de miscare impusa tachetului poate conduce la aparitia
socurilor 1in functionarea mecanismelor cu came. In Fig.
10.11,10.12,10.13 se prezintd diagramele de variatie pentru
spatiu viteza si acceleratie 1in cazul legilor de miscare cu
viteza constantd, cu acceleratie constanta si cu acceleratie

sinusoidala.

| T\

A vioh

Vs
| S

v/

Vs
Yo

A PN

A koo A o ¢ - ¢
-ooy -odf -
¢y ¢ P; Py ¢, Oy T 03 @4
\
Figura 10.11 FiguralO.12

Legea de miscare cu vitezada uniformd prezintd socuri dure, cea cu

acceleratie constantd socuri moi iar cea cu acceleratie
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X Mecanisme cu came
sinusoidalda nu prezinta socuri. Acceleratia constantd este de
fapt acceleratie constanta pe portiuni dupd cum se vede din
grafic. Acest lucru este absolut necesar deocarece daca
acceleratia ar avea o valoare constanta si nenulda pe 1intreg
intervalul de ridicare atunci viteza ar avea o variatie monotond
si nu ar putea trece de cele doua prin =zero (la capetele
intervalului) . In literatura de specialitate se prezintéd
expresiile diferitelor 1legi de miscare cu aprecieri asupra

comportdrii cinematice.

A
~
h 2
_ o)
A
v/m
¢
a/mzA
/\ ¢
O3 P2 P53 Py

Figura 10.13

In general se propune o anumitd form3 a acceleratiei tachetului
si se integreaza de douada ori iar apoi se determind constantele de
integrare din conditiile ca la capetele intervalului viteza sa fi
nuld si deplasarea intre inceputul si sfirsitul fazei sa aiba

valoarea impusa.

10.4. Sinteza mecanismelor cu came presupune trei etape

Sinteza unui mecanism cu cama presupune parcurgerea
urmatoarelor etape:

- adoptarea legii de miscare
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adaptarea parametrilor geometrici de bazd

trasarea profilului camei.

Figura 10.14

TABELUL 10.2

profil teoretic

Nr Schema si parametrii Paramet
crt geometrici rii
de baza geometr
ici de
baza
1
I'min = Ve2 + S%)
€, Sy
Tmax = \/ez +(s¢ + h)2
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2
_\/ 2, 12
Tmin =V ¢ +d” —2¢dcos(y)
1, d.,
Vo Loax :\/62 +d? —20dcos(ygy +y,)
3
Fmin -x h So Tpin = €
min
So
|
T'max = So +¢e
fnox
4
Iin = dsin(y 0)
d, vy
Imax = dsin(yo +y,)
5
I, -
mg 72

Adoptarea 1legii de migcare se face functie de cerintele
tehnologice si de functionare dinamicda a mecanismului. Nu se
admit socurile dure. Parametri geometrici de bazd sunt
caracteristici constante <care Impreunda cu legea de miscare
definesc din punct de vedere constructiv mecanisme. In tabelul
10.2 se prezintd parametri geometrici de bazda ai principalelor
tipuri de mecanisme cu came si relatiile de calcul ale razelor

extreme ale camei. Adoptarea parametrilor geometrici de Dbaza

150



X Mecanisme cu came
este o problemda de optimizare. Criteriul urmdrit este gabaritul
minim al mecanismului si buna functionare a acestuia. Pentru
aceleasi mecanisme cu cama rotativa si tachet de translatie cu
varf se determind expresia unghiului de presiune. Fig. 10.14
Unghiul de presiune o, se formeaza intre tangenta la profil tt
si raza vectoare corespunzatoare punctului de contact dar se
formeazda si 3iIntre directia tachetului si normala la profilul

camel in punctul de contact. Scriem ecuatia 10.1 sub forma

Vg — VA =Vpa: Vpalltt. (10.9)
Vg = VB TIAzaxO_A:—(ol(O_A)yi+(ol(O_A)X3 (10.10)
VBA =®1(O_A)yi+ VB—OM(O_A)XF (1015
te(ct) = YBAE _ VB_O‘)LO_A)X
Vpal ®1(0A), (10.12)

Din Figura 10.14 se determind proiectiile pe axe ale vectorului

OA = (0A),i+(0A),
(O_A)X:e; (O_A)y:s+so. (10.13)

Expresia unghiului de presiune este

Vv
— ¢
tg(@) =2~ V=5, 0 =0,
§+ 38y (10.14)

Conditiile de evitare a autoblocdrii trebuie verificate atat la

ridicare cat si la coborére:

151



X Mecanisme cu came

{|a|£aar (10-)

IR

axa tachetului

S[lf/]i

axa tachetului

coborare ridicare cobordre ridicare
coborare A coborare A :
1L
h
I vio [k]]
So
A 0 (%
:e ~ —
T N
(Ry) / ¢ | Qr \
(“D")

unde o, este unghiul admisibil la ridicare iar o, unghiul
admisibil la cobordare.

Pentru o anumitd lege de miscare si o anumitd vitezd a camei
relatiile sistemului de inecuatii determina in planul (e,sy) un
domeniu in care por fi adoptati parametri geometrici de baza. Se
prezintd mai jos graficul pentru alegerea parametrilor geometrici
de Dbaza pentru mecanismul cu cama rotativda si tachet de
translatie. Centrul camei va trebui adoptat 1in domeniul

"D"situat sub dreptele "R;", "R," si "C;"Fig. 10.15. Alegerea se

va face asa 1incat ry,, sd aibd o valoare cat mai mica.
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Figura 10.15

Trasarea profilului camei se face prin procedeul inversdrii
miscarilor. Se considerd tachetul in pozitia initiala la

inceputul fazei de ridicare A¢By, (Fig. 10.15).

Se traseaza un cerc

—® de raza oarecare ce

B e —— 1ntersect§az? axa
-t i tachetului 1in A,. De 1la

raza OA, se masoara

unghiul ¢ 1iIn sens invers
rotatiei camei obtinand

raza OA (A OA=¢) . Prin A
se traseazad axa
tachetului in noua
pozitie tangenta la
cercul excentricitdtii.
Pe aceasta dreapta se
masoara segmentul
ET=S¢+S () determinédnd
astfel centrul rolei T.
Constructia se repeta
pentru un set de valori a
unghiului 0. Profilul
teoretic se obtine unind
cu o linie continuad
punctele notate cu T.
Pentru fazele de

Figura 10.16

stationare profilul este
format din arce de cerc.
Profilul real se obtine

ca infdsurare a
pozitiilor succesive ale
rolei cand centrul
acesteia se deplaseaza pe
profilul real,
(Fig.10.106) .
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XI Mecanisme cu roti dintate

11.1.Mecanisme cu roti dintate. Definitie. Exemple.

Clasificare.

Mecanismele cu roti dintate sunt mecanisme la care
transmiterea miscdrii de rotatie se face prin intermediul a
doua suprafete numite flancuri intre care se formeaza o cupla
superioard. In Fig. 11.1 sunt prezentate diferite forme

constructive de mecanisme cu roti dintate.

Fig.11.1
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a) angrenaj cilindric exterior paralel cu dinti drepti;

b) angrenaj cilindric paralel exterior cu dinti inclinati;

¢) angrena’ cilindric cu dinti drepti cu angrenare

exterioara;

d) angrenaj conic cu dinti drepti;

e) angrenaj conic cu dinti inclinati;

f) angrenaj conic cu dinti curbi;

g) angrenaj hipoid format cu roti conice

h) angrenaj cilindric incrucisat format cu roti cilindrice;

1) angrenaj melc-roatd melcata.
Se considera o roata dintata cilindrica cu dantura dreapta,
(Fig. 11.2). Pe aceasta figura apar:

d diametrul de divizare(centroida miscdrii relative):;

p pasul de divizare definit ca lungimea arcului mdsurat pe

cercul de divizare limitat de douada profile omoloage a doi

dinti consecutivi;

cercul de cap

cercul de
divizare

cercul de picior

Figura 11.2

da diametrul cercului de cap ( cercul tangent la varfurile
dintilor);

d; diametrul cercului de picior (cercul tangent la fundul
golurilor dintre dinti)

h, indltimea capului dintelui 1in raport cu cercul de

divizare;
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hy Indltimea piciorului dintelui in raport cu cercul de
divizare;
s arcul dintelui pe cercul de divizare ( lungimea arcului
pe cercul de divizare dintre flancurile unui dinte);
e arcul golului dintre dinti pe cercul de divizare (
lungimea arcului pe cercul de divizare limitat de profilele
unui gol);
[l unghiul de presiune al profilului pe cercul de divizare
definit ca unghiul formate 1intre tangenta la profil 1in
punctul de intersectie al acestuia cu cercul de divizare si
raza vectoare a punctului respectiv)
Aceeasi parametri se pot defini pe un cerc oarecare (cy)

A\Y 144

indexdnd parametrii corespunzdatori cu indicele y”. Pentru

A\Y r”

cercul de cap (c,) indexarea se face cu indicele “a” iar pe
cercul de picior (c;) indexarea se va face cu litera “f”.

Angrenajul este mecanismul elementar obtinut prin punerea
in contact a danturilor a douda roti dintate. Cinematica unui
angrenaj presupune determinarea raportului de transmitere 1ip,

al acestuia care se defineste:

i, =—" (11.1

unde ®;este viteza unghiularda a elementului conducdtor

iarw,este viteza unghiulara a celui condus.

11.2 Legea fundamentala a angrendrii. Evolventa. Definitie.

Proprietati

Se considerd doud rigide in miscare plan paraleld si fie I
si I, centrele instantanee de rotatie corespunzdtoare miscdrii
acestora. Se numeste centru instantaneu al miscdrii relative

un punct I, iIn care se suprapun doud puncte apartindnd celor
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doua rigide si care la momentul considerat au vitezele egale,

(Fig. 11.3).

Figura 11.3

Se exprimda viteza punctului I, in functie de vitezele

punctelor I; si I, (VI]::O,VIz =0)

Vi, =Yy, 0 x LI =V 4@, x (11.2
)
Rezultd dacd se tine seama cid: ®;=ko;; ®,=ko,;
mlkxm—mzkxm
sau
(11.3

kx (01T —0,150,)=0

Relatia 11.3 are loc numai dacd al doilea factor al produsului

vectorial este nul, deocarece factorii nu pot fi paraleli iar

k#0. Singura posibilitate este:

oLl —o,1,I1,; =0

(11.4
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Relatia 11.14 aratd ca vectorii IjIj;si LI}, sunt coliniari,

adicd punctul I;, se gdseste pe dreapta ILjl,;.

Pentru doud roti cu axe fixe centrele 1lor sunt centre
instantanee de rotatie (I; si I, au pozitie fixd). Daca ®; si
®, sunt constante atunci si punctul I, va avea o pozitie fixa
si va descrie 1in sistemele de referintd legate de cele doua
roti doud cercuri (cy;)si (cy,) de razery, respectiv r,, numite
cercuri de rostogolire. In cazul angrendrii exterioare cele
doua cele douda viteze wunghiulare au sensuri contrare iar

relatia 11.4 proiectatda pe directia axelor celor doua roti

conduce la:

o LI, = (0,1, =0 (11.5

sau

)

Relatia 11.6 aratda ca in cazul angrendrii exteriocare punctul
I, se afld intre I, si I, si imparte acest segment 1in raport

invers cu raportul de transmitere deocarece:

o, Ll (11.7

Se considera profilele a doua roti dintate 1in angrenare

, (Fig.11.4).
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Figura 11.4

Ecuatia de viteze caracteristicd miscarii punctelor M; si M,

din cupla superiocara dintre cele doua flancuri

VMZ :VMI +VM1M2 (11'8

VMZ este perpendiculard pe O,M, VM] este perpendiculara pe
OM iar Vy,u,paraleld cu tangenta la profile ty 1In punctul de

contact. Rezolvarea ecuatiei 11.8 se face pe ale grafica
construind poligonul vitezelor direct pe mecanism cu polul

vitezelor p, in punctul M. Din triunghiul vitezelor rezulta:

(11.9
)

YMm, = ky(pymy); M, = ky(pymyp);

Conditia ca pe directia normaleiK K, 1la profile proiectiile
celor doud viteze sa fie egale (altfel profilele ar intra unul

in celdlalt) se scrie:
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Vi, €0s(B1) = v, cos(B3) (11.1
0)

sau
©,0;M; cos(B;) = @,0,M, cos(B,) (11.1
cu observatia
O;Mjcos(By) = 01Ky,  O;M;cos(By) = 0,K,
rezulta

CO]O]K] :Q)2O2K2 (ll.l
2)

Triunghiurile O;KM si O,K,M sunt asemenea. Din aceasta

asemanare se poate exprima raportul de transmitere

®, Ol (11.1
i) =— ="——__-.
12 (,02 OII 3)

Pe Dbaza relatiei 11.13 se poate enunta legea fundamentald a
angrendrii (LFA)

pentru ca doud profile sd asigure un raport de transmitere
constant este necesar si suficient ca normala comund in punctul
de contact sd treacd tot timpul printr-un punct fix numit polul
angrendrii.

Cu ajutorul LFA cunoscand unul dintre profile, distanta
dintre axe si raportul de transmitere se poate determina
profilul dintelui roti conjugate. Din motive tehnologice este
de preferat ca profilul conjugat sa fie o curba de aceeasi
natura cu profilul initial. Dintre toate curbele cea care

raspunde acestel cerinte este evolventa cercului.
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XI Mecanisme cu roti dintate

Evolventa cercului este curba descrisa de un punct al unei
drepte mobile care se rostogoleste fdard alunecare peste u cerc

fix numit cerc de bazd, (Fig. 11.5).

A

evolventa

Figura 11.5

Deducerea ecuatiilor evolventei se face 1in coordonate polare
parametrice, utilizadnd drept parametru unghiul de presiune [I.
Din triunghiul dreptunghic OPT.
_
cos(a) (11.1
4)

r=0P

Conditia de rostogolire farda alunecare dintre dreapta mobila D

si cercul de bazd (cp):

arc(PB) = segment(PT) =
1, (0+a)=rtg(a) =0 =tg(a)—a ofrad] (11.1

Ecuatiile evolventei:
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r =1,/ cos(a), (11.1
0 = tan(a) — o = inv(a). 6)

Functia

0 = inv(a) = tg(a) —a

se numeste involutd sau evolventd de argumentul [J. In geometrie
un cerc era caracterizat prin centru si razd . In teoria
angrenajelor un cerc se poate specifica cu ajutorul cercului de
bazda si a unghiului de presiune al unei evolvente generate cu
ajutorul acestui cerc, in punctul de pe evolventd prin care
dorim sa treacd cercul respectiv.

Din definitie si din Fig.11l.5 rezultd urmdtoarele
proprietdti ale evolventei:

- normala la evolventd este intotdeauna tangentd la cercul
de baza;

- raza de curbura a evolventel iIntr-un punct curent este
egalda cu distanta mdsuratd pe normala de la punctul respectiv
si pédnada la punctul de tangentda cu cercul de baza al dreptei

generatoare.

11.3 Cremaliera de referinta cu dinti drepti. Definirea
rotii dintate <cilindrice <cu dinti drepti cu ajutorul

cremalierei de referinta

Cremaliera de referintd este prin definitie limita spre
care tinde o roatd dintatda atunci cand numdrul ei de dinti
tinde la infinit. Se poate ardta ca pentru dantura in evolventa
forma flancului dintelui este rectilinie. Forma si dimensiunile
cremalierei de referintd sunt standardizate.

Dreapta de referintd (A,) este dreapta paraleld cu directia
de deplasare a cremalierei in lungul cdreia grosimea dintelui

este egald cu grosimea golului dintre doi dinti, (Fig.l1l1l.6).
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Po/2 | py/2

\
A

dreapta de

referinta ‘\

h
o) (Ao)w{ao

foay

Figura 11.6
In Fig. 11.6 sunt pusi in evidentd parametrii caracteristici ai

cremalierei de referinta:

® p, - pasul cremalierei;

ea,=20° - wunghiul de inclinare al profilului fatd de
dreapta de referinta;

e h,y - Indltimea de referintd a capului dintelui;

o hyy.-. indlitimea de referintd a piciorului dintelui.
Totli parametrii geometrici cu dimensiune de lungime se exprimda
cu ajutorul unei marimi cu dimensiune de lungime numitd modul ,
notat cu m. Valorile modulului sunt reglementate ©prin

standarde. Astfel

pO = Tm,
hao = haom; hyo =1 (STAS)

hyo = (hj, +co)m; cg = 025 (STAS) (11.1

7)

* . . ~ o . [ . o .
h,) se numeste coeficient al indltimii de referintd al capului

O O 0 * O O O O .
dintelui iar ¢, coeficient al joculuil radial.
Definirea rotii dintate cu ajutorul cremaliereli de referintd se
face din conditia de angrenare fdrd joc Intre flanpur% %i cu
Cr

cerc de picior
joc radial standardizat. (Fig.11.7).
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cerc de baza (cy,)

cerc de cap (c,) ‘“\\

P T~ cerc de divizare (c,)
- ~
e / . ) \
o | N
/ i :
7 i N
| A\
/ i \
// 7 ‘ \\ da
[ ¢/ |
s s ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [y e A JL ,,,,,,,,,,,,,,
: J
' hy : J dreapta de
h, % d ! :
a_rt N~ f / rostogolire
\ aO i //

N i , dreapta de
Co| . } s / referinta
i e

Figura 11.7

Cercul de rostogolire care intervine la definirea rotii se
numeste cerc de divizare c¢y. Pozitia cremalierei de referinta
in procesul de definire este datd de distanta dintre dreapta de
rostogolire si dreapta de referinta. Aceastd distanta se
noteaza cu X si se numeste deplasarea danturii. Conventia de
semn pentru deplasarea danturii este urmatoarea
x=0 dreapta de referintd tangenta la cercul de divizare.
%<0 dreapta de referintd intersecteaza cercul de divizare.
x>0 dreapta de referintd este exteriocarda cercului de
divizare.
Deplasarea danturii X se exprima cu ajutorul coeficientului de

deplasare x.

X =mx. (11.18
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Pasul pe cercul de divizare p. Datoritada ruldrii dreptei de
rostogolire a cremalierei peste cercul de divizare cei doi pasi

sunt egali

Din cele ardtate se desprind douda concluzii:
1) geometria unei roti dintate cu danturd in evolventd este

determinatd de trei parametri:
e numdarul de dinti z
e modulul m,

e coeficientul de deplasare.

2) toate rotile dintate definite cu ajutorul aceleiasi
cremaliere formeazd un sistem de roti dintate si angreneazd cu
respectare legii fundamentale a angrendrii. De aici conditia
ca doua roti cilindrice cu dantura 1in evolventa sa poata
angrena este ca sa posede acelasi modul.

Diametrul de divizare d:

Zp zmm (11.21

Indltimea de divizare a capului dintelui h,:

h, =hgy —cg + X =hyg + X =m(hyg +x). (11.21

Indltime de divizare a piciorului dintelui h;:

he =h,y+cy—X=(hy+cy—x)m. (11.22

Diametrul de cap d,
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d, =d+2h, = m(z+2h,, +2x). (11.23
)
Diametrul de picior dg:
d; =d-2h; = m(z—2h}, —2c, +2x). (11.24
)
Arcul dintelui pe cercul de divizare s. Datoritd ruldrii

fara alunecare dintre dreapta de rostogolire a cremalierei si
cercul de divizare, grosimea dintelui pe acest cerc este egala
cu latimea golului lui dintre doi dinti pe dreapta de

rostogolire din Fig.11.8.

dreapta de
rostogolire

dreapta de
77777 )E iﬁ '/ referintd

| Po/2 ]

Figura 11.8

Po n
S=eyo =~ +2Xtg(ay) = (E+2xtg(a0))m .

2 (11.25

Arcul golului dintre doi dinti pe cercul de divizare e,

este:
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(11.26
)

T

e:p—s:nm—(g+2mgaoﬂm:(5—2mgaoﬂm.

Diametrul de baza nu depinde de coeficientul de deplasare.

dy, =dcos(a ) = mzcos(ag) (11.27
)

11.4 Parametrii geometrici ai angrenajului format din doua

roti cu dantura generala in evolventa.

O problemd care apare 1in practica inginereascd este aceea
de a determina distanta dintre centrele a doua roti dintate cu
dantura 1in evolventda atunci cé&nd se pun 1in contact dintii
acestora. Problema poate fi pusda si invers. Impundndu-se
distanta dintre axe si raportul de transmitere se cere
determinarea parametrilor celor doud roti astfel ca angrenarea
sa fie posibila si sa se faca joc intre flancuri.

Un angrena]j este caracterizat de:

- unghiul de angrenare ay,;

- diametrele de rostogolire dyj,care se determind cu relatia:

mz, , (11.28

4= dpo
W27 cos(a,, ) cos(aly, ) )

- distanta dintre axe ay .

dw1+dW2 . ZI+Z2 COS(ao) (11.29
2 B cos(aty, )’ )

ady =

Pentru a putea face operabile relatiile 11.28 si 11.29 trebuie

determinata expresia unghiului de angrenarea,, . Se considera

un cerc (¢ )de diametrul dysi se determind grosimea dintelui s,

si ldtimea golului dintre doi dinti e, pe baza Figurii 11.9.

y
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Cercul (c¢y) caracterizat de unghiul de presiune a profilului pe

acest cerc qy . Diametrul cercului se determinda cu relatia
11.6:

d dy, mzcos(o)

y _'cosﬂxy) ~ cos(ag) (11.30

Pasul pe cercul (Cy)

=mm .
z cos(ay) (11.31

Figura 11.9

Din figura 11.9

_(pydy (11.32

unde
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S . (11.33
(py:(p+2(6—6y):2a+2[1nv(0c0—(xy)] )

Se obtine pentru s, expresia:

y

(11.34

Ef§g}gl{jln+g§f§gzgz+invﬂxo)—inVﬂly)}' )

=mz
v cos(ay) | 2z

Grosimea golului dintre doi dinti pe cercul (c¢,) se determind

cu relatia:

cos(aLg) ~

e, =p, S, = Mz =
y = Py-Sy cos(ay)

cosﬂxo){ n 2xtg(ag)
-_-mz——| —————mm

cos(at )| 22 —1nv@xo)+1nvﬁxy{‘ (11.35

Unghiul de angrenare o,  (acelasi pentru ambele roti) se

determind din conditia ca pe cercurile de rostogolire, grosimea
dintelui wunei roti sd fie egald cu ldtimea golului dintre
dinti, ai rotili conjugate.

Swl = €wo. (11.36

Inlocuind in relatia 11.36 expresiile 11.34 sil11.35 in care

oy=ow S1 dupa efectuarea calculelor se obtine ecuatia

fundamentald a angrenajului:

) ( ) ) ( ) X1+X2t( ) (11.37
mva = 1mva +2 g ).
w 0 z, +2, g(0g

Din ecuatia 11.37 si ecuatia 11.29 rezulta ca distanta dintre
axele wunui angrenaj este egald cu semisuma diametrelor de

divizare.
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2 (11.38

numail cand:

Mdrimea ao, poartd denumirea de distantd de referintd Intre axe.
Angrenajele care respecta conditia 11.38 se numesc angrenaje
zero deplasate cand X;=-X, #0si nedeplasate cand x;=x,=0.

Revenind la problema initiala cdnd se impune distanta dintre

axe si raportul de transmitere problema se rezolva considerand
intr-o primda aproximatie rotile nedeplasate (a, =a;) si se

scrie sistemul:

le+m22
—_— % 9
2 0
22 A
— =1
Z (11.40

Modulul se adoptd din conditia ca rotile sa& poatd suporta
solicitdarile ce apar pentru a transmite momentul dorit.
Rezolvarea sistemului 11.39 wva conduce, pentru numerele de
dinti, la solutii care putin probabil cd vor fi numere intregi.
Se adoptada ,pentru mecanismul real, numerele de dinti egale cu
valorile 1intregi cele mai apropiate de solutia sistemului
11.39. Acest fapt duce la modificarea distantei dintre axe.
Pentru a aduce distanta dintre axe la valoarea prescrisd se
utilizeazd relatia 11.29 in care z; si 2z, sunt numerele de
dinti intregi adoptate. Din aceastd ecuatie se obtine valoarea
unghiului ¢, . Cunoasterea valorii acestui unghi introdusa 1in
ecuatia 11.37 determind suma coeficientilor deplasdrilor de
profil. Cum se repartizeazd aceastd cantitate pe fiecare roata

este o problemd ce depdseste cadrul acestui curs.
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Raportul de transmitere al unui angrenaj 1in evidentad se
determind din conditia de rostogolire purd a celor doua corpuri
de rostogolire. Punctul de contact C dintre aceste douad
cercuri are aceeasi vitezda pe fiecare din cele doua cercuri,
(Fig.11.10). Conditia de rostogolire purd dintre cele doud

cercuri de rostogolire se poate scrie.

Voo = Ve (11.41

Relatia dintre modulele celor doi vectori permite determinarea

raportului de transmitere al angrenajului:

et
- I

~

Figura 11.10

Vel = Ve = Oy = 0Ty, (11.41

mz, cos(og)
. O] Ty 2 cos(ay,) _Z
27w, mz, cos(ay)  z

w2
2 cos(oy,) (11.42

(,01 T
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Relatia 11.42 aratd ca raportul de transmitere al unui angrena’
evolventic este egal cu numdrul de dinti ai rotii conduse
raportat la numdrul de dinti ai rotii conducdtoare.

In practicd pentru un mecanism complex cu roti dintate cu
axe fixe se studiul cinematic presupune determinarea raportului
total de transmitere. Ca reguld generalada raportul total de
transmitere al unul mecanism complex cu axe fixe 1,este egal
cu produsul rapoartelor de transmitere ale angrenajelor

componente.

iln:il2 i23' ....... 'infln' (11-42
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XII Dinamica punctului material

XII Dinamica punctului material.

12.1 Problemele fundamentale ale dinamicii punctului

material liber.

Dinamica se ocupa cu studiul miscdrii corpurilor luédnd in
considerare cauzele care produc miscarea adica forta
(fortele). La baza dinamicii std principiul al II-lea al

dinamicii enuntat de cdtre Isaac Newton:

F = ma. (12.
1)

Expresia matematica 12.1 a acestui principiu face legdtura
dintre O marime dinamicad, forta, O marime cinematicsd,
acceleratia si o mdrime ce caracterizeaza capacitatea corpului
de a se opune schimbdri stdrii de miscare, masa. Evident ca si
aici vor fi utilizate si celelalte doud principii care insa au
fost utilizate si in staticad (principiul inertiei si principiul
actiunii si reactiunii).

Problemele dinamicii sunt doua:

a) prima problema cere ca sa se determine miscarea corpului
atunci cand se cunosc fortele care actioneaza asupra lui.

b) a doua problemd presupune determinarea fortelor atunci
cdnd se cunoaste miscarea corpului.
Ecuatia 12.1 poate fi privitd ca o ecuatie vectoriala

diferentiala de ordinul doi deocarece poate fi scrisa sub forma:

d’r _
m2=F (12.

Din forma 12.2 a ecuatiei diferentiale rezulta ca forta F

(termenul liber al ecuatiei diferentiale) depinde in cazul cel
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mai general de variabila independenta t, si de primele n-1

derivate ale functiei cdautate F(t). Adica:

F = F(%,7,t). (12.

Fortele ce actioneazd pot depinde numai de wuna din aceste

variabile. Astfel:

Forta elasticd depinde numai de deplasare.

F=-kT, k este constanta elastici. (12.

Forta de acceleratie gravitationald.

r2 r__ r3 (12.

S)

unde, feste constanta atractiei gravitationale, m, M-masele

celor doud corpuri.

Forta de frecare intr-un lichid depinde de viteza:

F=—cV. (12.

6)
Forta de frecare uscatd (coulumbiand) depinde si ea de viteza
doar 1iIntr-un mod mai putin vizibil. Desi modulul ei este

independent de vitezd, sensul ei trebuie sa fie opus vitezei.

T= uN~
- TR (12.

7)

Ca exemplu de fortd ce depinde de timp se poate aminti forta

de propulsie ce actioneazad asupra unei rachete.
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Proiectiile pe axele wunui sistem cartezian a ecuatiei
vectoriale 12.3 wvor conduce la un sistem de trei ecuatii

diferentiale de ordinul doi cu trei necunoscute.

mX = X(X,¥,2,X,¥,2t);

mX = Y(X,,2X,Y,2t);

mz = Z(X,y,zg XaYaZat) (12
8)

Integrarea fiecdrei ecuatii wva conduce la douda constante
arbitrare astfel c¢cd solutia sistemului wva depinde sase
constante scalare. Aceste constante se determind din conditia

ca pentru momentul initial t=0 pozitia si viteza punctului sa

ia valori bine precizate rysi vy -

To = Xoi +Yoi +Zok;

VO = VOX;+V0y3+V0ZE' (12 :

Solutia sistemului 12.8 se scrie:

o (12.1
x =11 (t,X0,¥05Z05X05Y0,20)5

y =15(t,X0,¥0,20,X0,¥0,20);
Z= f3(t,X0,Yo,Zo,X0,yO7ZO).

Relatiile 12.10. pot fi privite ca ecuatiile parametrice ale

unei curbe care nu este altceva decadt traiectoria punctului

material. Ca aplicatie se considerd miscarea unui punct sub
actiunea greutdtii proprii. Forta F are componentele:
X=0,Y=-mg, Z=0. (12.1
1)
g-acceleratia gravitationala. Integrdnd de doud ori ecuatia

fundamentald se obtine:
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x=C; y=-gt+C,;2=Cy;
t2
X:C1t+C4;y:—g?+C2t+C5;Z:C3t+c6. (12.1

2)

Se presupune cd initial corpul se afla in origine si aruncarea
s-a fdcut in planul Oxy dupd o directie ce face unghiul a cu

orizontala. Conditiile initiale sunt:

x(0) = 0; y(0) = 0; z(0) =0;
{VOX (0) = vgcos(ar); Vo, = v sin(a); vo, =0.
(12.1
3)

Inlocuirea conditiilor 12.13.in ecuatia 12.12.conduce la

urmatoarele expresii pentru constantele de integrare:

{Cl = vy cos(a); C, = v sin(a);

C3=C4=Cs=Cq=0. (12.1
4)
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei sunt:
x = (v cos(a))t;
y = (v sin(a))t;
z=0.
(12.1

S)

Ecuatia z=0 arata ca traiectoria este o curbd pland cuprinsa 1in
planul vertical z=0. Eliminarea timpului din primele doua

ecuatii 12.15 conduce la ecuatia explicitd a traiectoriei.

(12.1
£ xz—FxtgﬂxL

YT 2v2 cos(a)? 6)
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care este ecuatia unei parabole. Corpul va fi in miscare péna
la atingerea din nou a solului (x=0). Ecuatia
y=0 (12.1
7)

are douda solutii ,una banald, ce corespunde abscisei x=0 si

cealalta:

vg sin(ar)?

2g ' 8)

(12.1

Indltimea maxim3 la care ajunge corpul se obtine pentru acel X,

care anuleaza derivata lui vy.

dy g V(z)sin(a)2
=5 2X, +tg()=0=>x, =————.
dx  2v2cos(a)?  * A 2g (12.1
9)
Pentru aceastd abscisd indltimea y ia valoarea maxima.
v sin(a)?
ymax=y(XA)=2—g- (12.2
0)

Un ultim aspect este cel al locului geometric care desparte
domeniile in care un obiectiv poate fi lovit, de cel al
punctului in care nu poate fi lovit atunci cé&nd proiectilul
este lansat sub diferite unghiuri dar cu aceiasi viteza. Curba
respectiva este infasurarea tuturor traiectoriilor. Dupd cum se
cunoaste din geometria diferentiala infdasurdtoarea unei
familii de curbe plane ce depind de un parametru se obtine prin
eliminarea parametrului 1intre ecuatia curbei si derivata

acesteia in raport cu parametrul.
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y(x,a) =0,

oy(xa) _
oo ' (12.21

Aplicdnd acestea pentru parabola 12.16, parametrul fiind

unghiul a, se obtine ca infdsurdatoare ecuatia:

__Xé <2 (12.22
YT g B2 )

care este ecuatia unei parabole numite " "parabola de
sigurantd ~, (Fig.12.1)

, y

vz /Z%Z%Z%ZZZV

parabola %
de siguranta

V%/2g

Y =

B —

volg volg
Figura 12.1

12.2. Marimi dinamice. Teoremele generale ale dinamicii

punctului material.

Impulsul mecanic este prin definitie produsul dintre masa

si viteza punctului material.

Hemv (12.2

Proiectiile impulsului pe axe.
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H, =mv,. (12.2
4)

H,=mv,; Hy=mvy;

Momentul cinetic Keste o mdrime dinamicd ce generalizeaza
impulsul si este egal cu momentul impulsului si raportat cu un

punct

1 ] k

fKO::fxTi: X y zZ |

mv, mv, mv,
(12.2
5)

cu proiectiile pe axe:

K, = m(ZVy - sz); Ky = m(ZVx - XVZ); K, = m(XVy - ny) (12.2
6)

Lucrul mecanic L este masura transferului de energie intre
douda stari ale unui sistem material. Expresia acestuia este

prin definitie:

L = [Fdr = [ Xdx +Ydy + Zdz. (12.2
r r 7)
[ fiind curba in lungul cdreia se evalueaza integrala.
Energia cineticd E, este o marime scalara care

caracterizeaza capacitatea unui sistem mecanic de a inmagazina

sau de a da lucru mecanic. Prin definitie:
1, (12.2
E.=—mv".
© 2 8)

Teorema impulsului afirmd cd derivata In raport cu timpul a

impulsului punctulul material este egald, iIn orice moment, cu
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rezultanta tuturor fortelor care actioneazd asupra punctului.

Demonstratia este imediata:

dH _dmy) _dv (12.2
dt 0 dt dt 9)

Exprimarea matematicd a teoremei impulsului:

ﬁ:? (12.3

sau prin proiectii:

n n n
=Y e Hy=> Fy H,=> Fy; (12.3
k=1 k=1 k=1

1)

Teorema momentului cinetic afirma ca derivata in raport cu
timpul a momentului cinetic a unui punct material in raport cu
un punct fix O este egald cu momentul rezultant al fortelor
exterioare ce actioneazd asupra punctulul respectiv. Pentru a

o demonstra se deriveaza in raport cu timpul relatia 12.25.

d — d _ ¢ o dv L B
—Ky=—(TxmvV)=—xmv+Txm——=VXmv+Txma
dt dt dt dt
vxmv=0 deoarece vectorii sunt coliniari
n
ma = Z Fk
k=1

rezultd:

- (12.3
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2)

sau prin proiectii:

n n n
KX:ZMkX; Ky:ZMky; KZ:ZMkZ;
k=1 k=1 k=1

Teorema energiei cinetice afirma ca variatia energieil
cinetice iIn raport cu intervalul de timp dt este egald cu
lucrul mecanic efectuat IiIn acelasi timp de cdtre forta
rezultantd ce actioneazd asupra punctului. Demonstratia este

imediata:

dEc_i(l 2)_2(1 —2)_ e oo zdf Fdr_dL
dt _dt sz _dt sz =mvvVv=mvv=mavVv= d = =

Prin 1iInmultirea cu dt rezulta teorema energiei cinetice sub

forma diferentiala:

dL (12.3
3)

dE

Integrarea a 1in raport cu timpul a ecuatiei 12.33 conduce la

teorema energiei cinetice sub forma finita:

E,-E. = L. (12.33
")

12.3 Teoreme de conservare in dinamica punctului material

Teorema de conservare a impulsului afirmd cd In absenta

fortei F impulsul mecanic se conservd. Demonstratia este

evidentd. In ecuatia 12.30 anularea fortei rezultante:

H=0=>H=C (12.3
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4)

Mult mai putin restrictivd teorema este adevdratd daca
proiectia fortel rezultante pe o axd este nuld atunci proiectia
impulsului dupd acea axda ,fie acesta Ox, se conservd. Rezulta

imediat din prima relatie 12.24.

H, =C (12.3
S)

Teorema conservadrii momentului cinetic afirmda cd atunci

cdnd momentul 1In raport cu originea O a rezultantei Fa
fortelor ce actioneazd asupra punctului material este nul,
momentul cinetic 1In raport cu O se conserva. Considerand

ecuatia 12.32

(12.3
6)

Teorema are loc 1in conditii mai putin restrictive atunci cénd
momentul rezultant al fortelor exterioare In raport cu o axd
(fie O,) este nul. In aceastd situatie proiectia momentului

cinetic in raport cu acea axa se conserva.

dK,, (12.3
=0= K, = const.
dt 6)

Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic conduce la
o integrald primd atunci cand expresia lucrului mecanic este o
diferentiald exactd. Adicd existd o functie U numitd functie de

potential astfel ca:

dL = Fdr = Xdx + Ydy + Zdz = dU (12.3
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Forta F se numeste in acest caz fortd conservativd. In analiza

matematicd s-a ardatat cd acest lucru se intémplda daca:

oX oY oY oz oz X

oy ox’ o0z oy ox 0z

Daca este satisfacutd conditia de mai sus teorema energiei

cinetice 12.33 se scrie:

dE-dU=0 (12.3

sau dupad integrare

E-U=C (12.3
9)

In locul functiei U se utilizeazd adesea functia V datd de

relatia

V=-U (12.4

care se numeste energie potentiald. Se obtine:

E+V=C (12.4
1)

Suma E+V se numeste energie mecanica. Se poate afirma ca in
cazul 1in care rezultanta fortelor ce actioneazd asupra

punctului material derivd intr-o functie de forte energia

mecanica se conserva. Ca exemplu de forte ce deriva dintr-un
potential se pot prezenta: forta gravitationald, forta
elasticda.

Aceste teoreme sunt consecinte ale ecuatiei fundamentale a

dinamicii (12.1). Ele permit in multe situatii o rezolvare mai
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XII Dinamica punctului material

comodd a problemelor de dinamicd si anume cand conduc la
integrale prime adicd la relatii sau expresii diferentiale de
ordinul I se anuleazd astfel cd mdrimea in cauzd se conserva.
In cazul in care punctul material este supus la legdturi, dup&
aplicarea legdturilor si introducerea reactiunilor problema se
reduce la problema dinamicii punctului material liber.
Necunoscutele problemei in acest caz sunt miscarea si
reactiunea.
Miscarea presupune determinarea a unul sau doi parametri dupa
cum punctul material se miscd pe o curbda sau respectiv pe o
suprafata. Pentru punctul material teorema impulsului este
practic echivalentd cu ecuatia fundamentald a dinamicii.
Aplicarea teoremelor mai sus mentionate sunt utile pentru
eliminarea reactiunii. Astfel teorema energiei cinetice este

utilda atunci cand legaturile sunt ideale 1iar reactiunea are
numai componentalﬁ normala la suprafatd sau la curbada si lucrul
mecanic al acesteia N-dr este nul.

Pentru determinarea reactiunii se va aplica ecuatia

fundamentald a dinamicii proiectatd dupa o directie normala la

curbd sau suprafata.

12.4. Dinamica miscdrii relative a punctului material.

Repausul relativ

In cazul in care miscarea punctului material se raporteazi
la un sistem de referintd mobil ecuatia de fundamentala 12.1 a
dinamicii trebuie corectata. Pentru aceasta ecuatia de
compunere a acceleratiilor 1in miscarea relativa a punctului

material 7.17 va fi:

unde

a, =3, +tox(0xT)+exT este acceleratia de transport;
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XII Dinamica punctului material

a, =20 xV, este acceleratia Coriolis;

se va scrie sub forma:

a,=a—a,—a, (12.4
2)
si se inmulteste cu masa m:
ma, = ma—ma, —ma, . (12.4
3)
Cu notatiile:
F, =-ma,; (forta complementar3 de transport),
E;:—ﬂnﬁc; (forta complementara Coriolis)
ecuatia 12.43 devine
ma, =F+F, +F, (12.4
4)

Teoremele fundamentale ale dinamicii punctului material iau
in miscarea relativa urmdtoarele forme:

Teorema Impulsului
o F+F +
Z_F4
ot rooe (12.4

Teorema momentulul cinetic

K ek (F4R+F
o - EFRAR). (12.4
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Teorema energiel cinetice

8Ef—3(1 —2)— v M v a v (ma )= (F+E +F
8t _8t 2mVr _mVr at =m rar_Vr(mar)_Vr( + t+ r) (12‘4
0)
sau
OE, = (F, + F,)or (12.4
7)
deoarece:

Vv, xF, =V, x(2mw, xv,)=0

S-a notat cu 0/otoperatorul de diferentiere locala si s-au
indexat cu " r' marimile relative. Dacd se impune conditia ca
intr-un sistem de referintd mobil ecuatia fundamentald sa 1isi

pastreze forma 12.1 adica:

]nﬁr::ﬁ (12.4
8)
se ajunge la concluzia ca este necesar si suficient ca:
F +F =0, (12.4
9)
adica
—ma, —ma, =0 (12.5
0)
sau
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A +ox(@xT)+exr+20xV, =0 (12.5
1)

Concluzia 12.51 trebuie sa fie 1indeplinita de orice punct 1in
care s-ar afla mobilul. Scrisda pentru doua mobile ce se
lanseaza 1in acelasi timp din acelasi punct dar cu viteze

relative diferite:

A+ OX(OXxT)+exT+20xV' =0

g+ O X (@ XxT)+exT+20xV" =0 (12.5

scazdnd cele doud relatii:

26 % (V,~V",) =0 (12.5
3)

Relatia 12.51 trebuie 1iIndeplinitd pentru orice viteze V', si

"

\ Aceasta se intdmpla numai daca:

r-

o=0. (12.5

Din relatia 12.54 rezulta imediat:

0. (12.5
5)

E=0

Relatia 12.54 si 12.55 aratd cd miscarea reperului mobil
trebuie sa fie o translatie. Revenirea cu aceste relatii 1in

ecuatia 12.51 conduce in continuare la:

4, =0. (12.5
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Conform relatilor 12.56si 12.54 reperul mobil trebuie sd fie Iin

repaus fie in miscare rectilinie uniforma v,= ct.
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XIIT Momente de inertie

XIII Momente de inertie.

13.1 Momente de inertie. Definitie. Relatii de calcul

In ecuatia fundamentald a dinamicii 12.1 mdsura inertiei
punctului material era caracterizatda de masa acestuia. In
cazul sistemelor de puncte materiale sau a rigidelor pe léanga
valoarea maselor inertia depinde si de distributia masei. In
miscdrile de rotatie 1inertia este mai mare cand masa este
distribuitda cdt mai departe de punctul sau axa de rotatie.

Distributia este caracterizatd de produse de forma:

S (13.1)
J=) mxpybzp; n20; p>0; q>0.
k=1

unde my este masa punctului material situat iIn punctul
Ay (X, Zx,yx) . Aceste mdrimi se numesc momente de inertie. Iin
functie de valorile exponentilor n,p,q se disting:

Momente masice de ordin zero (n+p+g=0)

N
2 m =m (13.2)
k=1

reprezintd masa totald a sistemului.

Momente statice de ordinul unu (n+p+g=1) de forma:

N N N
kaxk; kaYkQ kazk- (13.3)
k=1 k=1 k=1

Cu ajutorul momentelor statice de ordinul unu si zero si facéand
apel si la relatiile 2.30 se poate defini centrul de masd al
sistemului ca fiind punctul de coordonate ([J [ [J) ale carui

coordonate satisfac relatiile:
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N N N
kaxk kaYk kazk
&,:kzl . n:kzl . C:kzl—
m ’ m m (13.4)
Momentele masice de ordinul doi ( ntp+tg=2)
N N N
2 2 2 2 2 2
2om (Xp Y 2m(yi i) D my(zg +xi); (13.5)
k=1 k=1 k=1
N N N
kaxk}’ké kaYka3 kazkxk; (13.6)
k:l k=1 k=1
S 2 ul 2 ul 2
kaxk; kaYk3 kazké (13.7)
k=1 k=1 k=1
S 2 2 2
> m (X} +Yi +73); (13.8)
k=1

Relatiile 13.5 definesc momente de inertie Iin raport cu axele

de coordonate si se noteaza:

S 2 2 S 2 2 S 22 (13.9)
To= 2 m(yi+zi) Ty =D my(zg +x0); T, = D my(xi +yi).
k=1 k=1 k=1

Relatiile 13.6 definesc momentele de inertie centrifugale cu

notatiile:
N N N
ny==§irnkxkyk; Jyz==§irnkykzk; oy = D My Z Xy
k=1 k=1 k=1 (13.10

Cu relatiile 13.7 se definesc momentele de inertie planare:
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N N N
2 2, — 2
Toxy = 2mi7is Joy, = 2 miyis Jop = 2 micxi. (13.11
k=1 k=1 k=1

Cu relatia 13.8 se defineste momentul de inertie polar:

N

2 2 2
JO:Z:mk(xk"'Yk"'Zk)- (13.12
k=1

Intre momentele de inertie planare si cel axial existd relatia

evidenta:

JO:JOxy"'JOyz"'JOZX. (13.13

Momentul de inertie polar se poate exprima si cu ajutorul

momentelor axiale. Se porneste de la egalitatea:

X2 +y2 + 22 :%(yiﬂﬁ)%(xiﬂﬁ)%( 21 y2)

Inmultind cu masa m, si sumdnd pentru toate punctele sistemului

se obtine:

1 (13.14
Jo :E(JX +1y+7,)

In cazul sistemelor cu distributie uniform3 a masei relatiile

ramdn valabile cu deosebirea c¢cd sumele se transform 1In

integrale.

Iin practica se utilizeaza pentru exprimare
caracteristicilor inertiale momentele de inertie
Jxsdy, Izsdxys Jyzs T ox - Toate acestea pot fi considerate ca

elementele unui matrice simetrice J numitd matricea de inertie

sau tensorul de inertie.
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(13.15
Jx _ny _sz )
I=|-Jy Iy Tu b Ty =Ty Ty =T, T =T,
_sz _Jzy Jz

13.2 Variatia momentelor de inertie la translatia axelor.

Se considerd un sistem de puncte materiale a cdror pozitie
se raporteazd la un sistem de coordonate Ox'y'zZ si un al doilea
sistem de coordonate Cxyz cu axele paralele cu ale primului si

cu originea in centrul de masa C al sistemului, (Fig.13.1).

Figura 13.1

Relatiile de legdaturd dintre coordonatele unui punct oarecare

in cele doud sisteme sunt:

X'=x+§, y=y+n, zZ=z+C. (13.16
Momentul J,. se calculeaza cu relatia 13.9

N N N
T = 2mi(yR+7) = 2o i + 10 + (2 + 0| =X mi (v +2yin+n” + 74 + 2z +C)
k=1 k=1 k=1

N N N N
=D my (v +25) + D om (N +85)+21) myyy ++20) myyy =, +mn? +67).
k=1 k=1 k=1 k=1
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Ultimele doua sume se anuleaza deoarece reprezintd momentele

statice fatd de un sistem de coordonate ce trece prin centrul

de masa al sistemului iar suma n2+C2reprezinté pdtratul

distantei dintre axele Ox'si Cx. Similar se obtin alte doua

relatii.

Jo =T, +(n*+C%),
Ty =Jy+(g2 +E2)
T, =0 +(E*+1%)
(13.17

Relatia 13.14 exprimd teorema lui Steiner pentru momente
axiale: momentul de inertie al unul sistem de puncte materiale
fatd de o axd este egal cu momentul de inertie fatd de o axd ce
trece prin centrul de masd al sistemulul paraleld cu axa datd
la care se adaugd produsul dintre masa sistemului si pdtratul
distanteil dintre cele doud axe

Pentru momente centrifugale scriind relatia 13.10.

N N N N N
Ty = 2 mMX ¥ = D my(Xg +E)Y'k+1) = 2, mixieyy +E 2, My + N myXy +

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
N
+ 2 X'y ¥ =gy +mén.
k=1

Se obtin incd douad relatii similare si in final:

JX'y‘ = ny +mEﬂ1;
Jy'z" = Jyz + mT]C;
JZ'X':JXZJ’_mEJC' (13‘18
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Relatiile 13.18. exprima variatia momentelor centrifugale la

translatia axelor.
13.3 Variatia momentelor de inertie la rotatia axelor

Pentru simplitate se va considera cazul planz,=0.

Relatiile de calcul pentru momentele axiale devin:

N N
2 2
szzmkyk, Jy:Z‘,kak- (13.19
k=1 k=1

Iar pentru momentul centrifugal:

(13.20

N
Jyy = D MyX, Yy )
k=1

Se considera doud sisteme de axe Oxy si Ox'y', (Fig.13.2).

Relatiile de legdturd dintre coordonatele punctului M in cele

doud sisteme este:

x'= xcos(0) + ysin(0);
y'=—xsin(0) + ycos(0).
(13.21

Figura 13.2
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Momentele J,, Jyv si Jxvyvsunt:

N N
Jo= kay'i = ka [— Xy sin(0) +yy cos(E)]2 =
k=1 k=1

N N N

= [Z mkyij sin(e)2 + [Z mkxij cos(E))2 - Z[Z mkxkykj sin(0)cos(0) =

k=1 k=1 k=1
=J, cos(G)2 +Jy sin(@)2 —2J 4y sin(8) cos(0);

N N
Ty = kZ:ka'i - kZ:mk [Xk cos(0) + yy sin(9]2 -
=1 =1

N N N
= [Z mkyij sin(e)2 + [Z mkxij cos(E))2 - Z[Z mkxkykj sin(0)cos(0) =

k=1 k=1 k=1
=J, sin(e)2 +Jy cos(E))2 +2J y sin(6) cos(0);

N N
X'y'= kax'k V= ka [xk cos(0) +yy sin(@][— Xy sin(0) + yy cos(e] =
k=1 k=1

=(Jy —Jy)sin(B)cos() - ny[cos(G)2 - sin(G)2 ]

Astfel, la rotatia axelor momentele de inertie variazda dupa

relatiile:

Jo=J, cos(E))2 +Jy sin(@)2 —2J 4y sin(B) cos(0),

Jyo =Ty sin(G)2 +Jy cos(E))2 +2J y sin() cos(0),
(13.22

Joyr =y =J)sin(6) cos(6) - JXy[COS(6)2 - sin(@)2 ] )

Aceiasi metodologie se utilizeaza si in cazul spatial pentru
obtinerea relatiilor care exprimda variatia momentelor 1la

rotatia axelor.
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13.4.Momente de inertie principale. Directii de inertie

principale

Expresiile 13.22 care -exprima variatia momentelor de
inertie la rotatia axelor sugereazd existenta unui sistem de

axe in raport cu care momentele de inertie axiale se iau valori

extreme.

Relatiile 13.22 se pot scrie, daca se tine cont de identitdtile

cos(20) = cos(0)? —sin(0)?,

sin(20) = 2 sin(0) cos(0),

sub forma:

I+, I,.-1
y .
T = "2 Lz 5 €0s(20) - I, sin(26),
To+d, T-T _
Jo= 5 + 2 c0s(20) +J , sin(20),,
J,-J,)
= yTstB) — T, c0s(20).

(13.23

Derivand expresia 1lui J,, in raport cu 6 si egaldnd cu =zero

obtinem o ecuatie printre ale cdrei radacini se afla valorile
unghiului 6 corespunzdtoare valorilor extreme ale 1lui J.

.Aceastd ecuatie este
Jx=Jy .
T(— sin(260)) —J,, cos(20) = 0;

de unde:
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1 2] k
= —arctg| — s +—£; k=01;2......
2 Iy =1y 2

(13.24

La acelasi rezultat se ajungea dacda se cautau extremele 1lui
T Expresia 13.24 arata cd valorile extreme ale momentelor

axiale apar dupad directii perpendiculare. Directiile dupa care

momentul centrifugal Jy, ia valori extreme se determind 1In

acelasi mod

dJ J,-J

d’;y =27 5 ~cos(20") - 2], sin(20') = 0
1 Jx - Jy kTC
0'=—arct +—; k=01;......
zmcg( Zky 5 5 15 (13.25
)
se observa ca:
tg(20)tg(20") = -1 (13.26

Relatia 13.21 exprimd perpendicularitatea a douada drepte ce fac

cu axa Ox unghiurile 20si respectiv20'. Matematic se scrie:
- (13.27
20-20'=+—
2 )
sau
i
0-0=+7 (13.28
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Relatia 13.28 exprimd proprietatea momentelor centrifugale de a
lua wvalori extreme pe bisectoarea directiilor dupa care
momentele axiale 1si ating extremele. Exprimarea functiilor

sin20 si cos20 cu ajutorul functiei tg20 se face cu relatiile:

2tg(0)

——————;;(mﬂﬂnzi———i——;
\1+tg(0) v 1+ tg(0)

pentru care in membrul drept al ambelor relatii 13.24 trebuie

sin(20) =+

ales acelasi semn. Efectuarea calculelor permite exprimarea lui

sin 20 si cos20 in functie de J,,J,,J ,astfel:

2(0x—1y)

2 2 ’
JO =T 4412,

cos(20) =+

(13.29
25, | |
NCNE LS

sin(20) = +

Aceste expresii inlocuite in primele douda relatii 13.23 dau

valorile extreme ale momentelor de inertie axiale:

I 4] J.-7.\?
J:Xy+(X yj+J2

max 7 Xy °

13.30.
2
. __JX-+Jy ~ Jx =Ty 12
min 2 2 Xy
iar inlocuirea in ultima relatie 13.23 duce la:
Jyy =0 13.31

Axele in raport cu care momentele axiale iau valori extreme se

numesc axe principale de inertie. Momentele fata de aceste axe
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se numesc momente principale de inertie. Dacada axele principale
trec prin centrul de greutate ele se numesc axe principale
centrale de inertie iar momentele se numesc momente principale
centrale de inertie. Relatia 13.25 arata ca in raport cu axele

principale de inertie momentul centrifugal este nul.
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XIV Dinamica sistemelor de puncte materiale

14.1 Impulsul wunui sistem de puncte materiale. Teorema
impulsului pentru un sistem de puncte materiale. Teorema

miscarii centrului de masa. Conservarea impulsului

Pentru un sistem de N puncte materiale situate in punctele

Ay impulsul sistemului este:

(14.1)

|
Il
Mz

my vy

(0
I

Relatia 14.1 poate fi pusad sub o altda forma daca se considerd

cd p este vectorul de pozitie al centrului de masa al

sistemului si anume:

X N 4N d dp (14.2)
H:kavk:Zm —:akzz“l(mkfk):amﬁzmazmvc

unde V., este viteza centrului de masd al sistemului.

Teorema impulsului aplicatd unui sistem de puncte materiale
se enunta astfel:
Derivata in raport cu timpul a impulsului este egald cu
vectorul rezultant al fortelor exterioare. Pentru demonstrarea

teoremei se considera cele N puncte materiale de masa my

plasate in punctele Ay de vector de pozifier,. Asupra fiecarui
punct actioneaza o fortd exteriocard Fyiar din partea fiecdarui

punct al sistemului o fortd interiocara T% (] #%, primul indice

arata care punct suportd actiunea iar al doilea care punct
exercitd actiunea). Principiul actiunii si reactiunii cere ca,

(Fig.14.1):
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Figurald.l

ﬁkj +Ek = O,

_ _ (14.3)
kaij'Fijij:O

Prima dintre reactiile 14.3 arata egalitatea modulelor celor
doua forte si ca acestea au sensuri contrare, iar cea de a doua
ecuatie arata ca, cele doua forte actioneaza dupd un suport
comun ce uneste cele doua puncte. Relatia a doua se mai poate

scrie:

O:fk Xikj"'fj Xﬁjk :fk Xikj+fj X(_ikj):OAk Xﬁkj_OAj Xﬁkj =

Relatia
AjAkkajZO'

probeazd coliniaritatea dintre cei doi wvectori sau coincidenta
dintre directia reactiunii Kgcu dreapta ce trece prin cele

doua puncte. Expresia principiului al doilea al dinamicii

aplicatd pentru fiecare punct Ay:
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N
mkﬁk :ﬁk +Zﬁkj’ k= 1,2,,N,
j=1
K (14.4)

Sumand cele N relatii 14.4 membru cu membru rezultd:

L=
3

~
Il

u_.z_.
W"—‘

(14.5)

Al doilea termen din membrul drept al relatiei 14.5 contine
perechi de vectori fh-+Fm a cdror contributie este nula si

astfel intregul termen se anuleaza. Pe de alta parte din

definitia acceleratiei din cinematica:

(14.06)

kaak ka de _Z d(mka) d kavk H .
ol dt 7 dt

Coroborand relatiile 14.5 cu 14.6 se obtine expresia matematica

a teoremei.

a 3o
&t~ &~ (14.7)

Teorema impulsului poate fi exprimatd sub o forma echivalenta

dacd se exprimd impulsul intregului sistem cu relatia 14.2:

dH d(mv,) dv,
— = =m =ma..
dt dt dt ¢ (14.8)

Relatia 14.7 1impreunda cu 14.8 exprimda teorema migcarii
centrului de masd al sistemului: centrul maselor unui sistem de
puncte materiale are o miscare 1identicd cu a unui punct

material in care s-ar concentra intreaga masd a sistemulul iar
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asupra acestul punct ar actiona toate fortele exterioare (sau

vectorul rezultant al fortelor exterioare).

N
In cazul in care zzﬁkzﬂ) relatia 14.7 se poate integra si
k=1
se scrie
?H:QE, (ecuatie vectorialad). (14.9)

Relatia 14.9 exprima o integrald primd a sistemului de ecuatii
diferitd de 14.4. Ca si in cazul punctului material relatia
14.9 ramane adevarata dacd vectorul rezultant al fortelor
exterioare are proiectia nulad dupa una din axele
sistemului, (fie aceastd axa 0x). In acest caz ecuatia 14.9 va
furniza o integralda prima a sistemului 14.4 numai pentru

proiectia pe axa Ox, adica:

H,=C,. (ecuatie scalard) (14.10

X

Dacd se exprimda teorema impulsului cu ajutorul miscarii

centrului de masa relatiile 14.9 si 14.10 devin:

T C, (14.11
m

care arata cd dacd vectorul rezultant al fortelor exterioare ce
actioneaza asupra unui sistem este nul atunci centrul maselor
acestul sistem are o miscare rectilinie uniforma sau este 1in
repaus. Dacad proiectia vectorului rezultant pe o axa este nula
atunci proiectia centrului maselor pe acea masa se misca

uniformpe acea axa.
14.2 Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale.

Teorema momentului cinetic in raport cu un sistem de referinta

fix.
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

Prin definitie momentul cinetic al unuli sistem de puncte

materiale este:

N
K:kaxmkvk (1412
k=1

Teorema momentului cinetic pentru un sistem de puncte
materiale spune cda: pentru un sSistem de puncte materiale
derivata in raport cu timpul a momentului cinetic, calculat Iin
raport cu un punct fix O, este egala cu vectorul moment

rezultant al fortelor exterioare , adica:

. = I, X Iy
dt k=1 )

Demonstratia este similarda cu cea datd ©pentru teorema
impulsului pentru un sistem de puncte cunoscute. Cu notatiile

din paragraful 14.1 se 1Iinmulteste vectorial la stédnga cu
vectorul de pozitie Ty fiecare din relatiile 14.4 si apoi se
aduna relatiile obtinutd membru cu membru

N N N N

ZTX mkﬁk = ka X Fk + Zka X Fk_]

k=1 k=1 k=1j=1

=k

A doua sumd din membru drept se anuleaza deocarece poate fi

privita ca o sumda de termeni de forma ﬁ(xFﬁ+fijm care sunt

nuli conform <celei de a doua relatie 14.3 .Cu aceasta
observatie:
N N _
D T xmya = Y T x Fy (14.14
k=1 k=1
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

. dv
Inlocuirea lui ajcu £in sirul de egalitdfi:
dve <ol d(mvy)
Zrk kaak—zrk ka Zrk X— =
dt ol dt
N _ N _
drk d _ _ _ dK
Z{ (T mkvk)——d X (mkvk)} =— Zrk x (M vy ) |- ZV X (M vy ) =
k=1 t dt] 5 k=1 dt’

Termenul V, x(myV,) este identic nul deoarece este produsul
scalar a doi vectori coliniari. Inlocuind in 14.14 acest
rezultat se obtine relatia 14.13 . In expresia 14.13 daca

vectorul moment rezultant al fortelor exterioare in raport cu

punctul O este nul (§:ﬁ(xﬁ(:0

—=0=>K=C. (ecuatie vectoriald)

Dacd vectorul moment rezultant al fortelor exteriocare are

proiectia nuld pe una din axele sistemului (fie axa 0z),atunci:
K,=C. (ecuatie scalard) (14.16

)

14.3 Energia cinetica si 1lucrul mecanic in cazul unui
sistem de puncte materiale. Teorema energiei cinetice si a

lucrului mecanic in raport cu un sistem de referinta fix.

Pastrédnd rotatiile din wultimele douda paragrafe energia

cineticd a unuil sistem de puncte materiale se defineste:

il
=9 (14.17
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

Notiunea de lucru mecanic se generalizeazd printr-un sistem de

puncte materiale astfel:

N
dLext :;defk (14.18

este lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare liar

N N _
dLiy = 2 2 Fyjdi.
k=1j=1
#k (14.18

b)

A~

este lucrul mecanic elementar al fortelor 1interioare. In
general mdrimile dLext, dL;,nu sunt diferentiale totale exacte.
Daca in cazul impulsului si a momentului cinetic efectul global

al fortelor interioare era nul, 1iIn cazul lucrului mecanic

situatia este diferita. Fie fortele interioare Fhsi

Fyactiondnd asupra punctului AjyrespectivAj. Lucrul mecanic

elementar al acestor forte este:

?kjdfk + ﬁ_]kdf_] = ik_]dfk - ik_]df_] = ﬁk_] (det) - ﬁk_] (VJdt) =

= = —_ 14.1
= Fk_] (Vk — VJ)dt = Fk_] ijdt (

unde

ij:Vk_ (1419

<

J

este viteza relativd a punctului Ay fatd de punctulA;.
Lucrul mecanic al fortelor interioare este nul daca:

a) fM::O (intre puncte nu apar forte exterioare);
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

b) VM::O (atunci cé&nd doua corpuri ale sistemului se
rostogolesc fdrada alunecare unul peste celdlalt):

c) ?H este perpendicular pe V,;. Aceastd situatie apare atunci
cand:

1 nu existd frecare 1intre corpurile sistemului si deci T%

si Fy sunt reactiuni normale iar viteza relativa Vi

| ] este

continuta in planul tangent).

2 distanta dintre punctele Aysi Ajeste constantd.
Miscarea relativd a punctului Ay fatd de punctul Ajse face pe
o curbd dispusd pe o sferd a centrului Ay si de razd AyA;(dacd

pentru orice doua puncte Ak,AJ distanta dintre acestea rdmine
constantda sistemul este rigid).

Se demonstreaza teorema energiei cinetice pentru un sistem
de puncte materiale. Enuntul teoremei este: pentru un sistem de
puncte materiale variatia energiel cinetice, fatd de un reper
fix, este suma dintre lucrul mecanic al fortelor exterioare si
cel al fortelor interioare. Matematic relatia se scrie:

sub forma diferentiala:

dE=dL,, +dL (14.20

int

sub forma finita
E_EOZLext+Lint (14.21
)
Demonstratia are acelasi principiu ca 1iIn cazul teoremelor
impulsului si a momentului cinetic. Ca si in cazul punctului
material, teorema energiei cinetice conduce la o integrala

primda dacd fortele interiocare deriva din functia de potential.

Aceasta presupune existenta unei functii de potentiallUy astfel

ca proiectiile fortelor interioare sa se exprime ca derivate a

acestei functii:
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

Xpi=—7—" Yp=—7"T": Zi=—"7"";
. OX 4 Oy 4 Oz
oU oU oU (14.22
X. = - Y, =—— 7. = .
jk > Tk > Lk ’ )
In acest caz:
N N
k=1j=1
j<k
N N (oU OU; OU; ou; ou; ou ;
j kj kj jk jk jk
:ZZ dxy + dyy + dz, + dx. + dy: + dz]:
k=1j=1 ( axk é‘yk 82k aXJ ] j ] aZJ ]
j<k
N k
= ZZdUk_l = dU
k=1 j=1
Cu notatiile:
N k
U= > Uy V=-U
k=1j=1
<k (14.23
)
teorema energiei cinetice ia forma.
dE=dL., -dV, (14.24
)
sau:
dL. =d(E+V) (14.25
)
E+V se numeste energia mecanicd internd a sistemului. In cazul

unuil sistem de puncte materiale inchis (dLex=0).
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

E +V = const (14.26
)

In cazul unui sistem de puncte materiale 1inchis pentru care
fortele intericare deriva dintr-un potential energia mecanica

internd a sistemulul se conserva.

14.4 Teoremele impulsului, momentului cinetic si energiei

cinetice aplicate unui rigid.

Teoremele impulsului momentului cinetic si energia cinetica
se particularizeazd pentru un rigid prin transformarea sumelor
care apar 1in integrale. Deosebit de sugestiv sunt aceste
teoreme exprimate sub forma matriceald.

Astfel:

1T (14.30
{H} = [M]{vo} +[3] {o}. |
unde s-au fdcut urmdtoarele notatii matriceale:

HX Vox Oy

(Hy=|H, || {vo|=|voy | {o}=|oy}]

Hz Voz O,

M 0 O 0 -M{ Mn
M]=|0 M o0} {S§}=| MC 0 -Mg| (14.31
0 0 M -Mn Mg 0 )
Teorema impulsului:

(14.32

dt
cu notatiile
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

a0y €y 0 -0, o, R,
{aO} = aOy > {8} Sy > [('0] =| O, 0 —Ox {R} = Ry 14
ag, €, -0y Oy 0 R, (14.33

~ 14.34
(K} =[S]{vo} +[1fw} (
)
unde
Kx Jx ny sz
{K}: I<y 5 [J]: _Jyx Jy Jyz
Kz _sz _Jzy Jz (14.35

iar teorema momentului cinetic se exprimd matriceal

d ~ ~
a{K}z[s]{ao}+[J]~{8}+[(0][J]{<0}Z{Mo} (14.36

d ~ ~
a{K}z[s]{ao}+[J]~{8}+[(0][J]{<0}Z{Mo} (14.36

Momentului fortelor rezultante i s-a asociat matricea coloana:

MOX

{hdo}:: Moy
MOZ )

(14.37

Energia cineticd a rigidului se exprimd matriceal sub forma:
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X1V Dinamica sistemelor de puncte materiale

M0 0 0 M, —-Mn] [vy
0 M 0 -MC O Mg Voy
0 0 M Mn -M¢ O 0
= Vox Yoy Voo Ox Oy O] SV ¥ NS NS NS N P
M 0 -M -J, J, -y o,
_—Nﬁ] Mg 0 -Jx -J, J, | Lo,
(14.48)
Relatia 14.48 se poate scrie mai restrans.
g o LYo ‘M 8T fvy

In cazul rigidului teorema energiei cinetice ia o formd mai

simpld deoarece dL,; =0 datoritd ipotezei lipsei deplasdrilor

relative intre punctele acestuia.

dE = dL,y, - (14.50

Se poate ardta ca:

dE _ — (14.51

relatia care sub formda matriceald poate fi scrisa:

NI HEREW
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XV Notiuni elementare de mecanica analitica

15.1 Principiul lui d’'Alembert

Mecanica analiticda a apdrut din necesitatea rezolvarii unor
probleme de mecanicda pentru care mecanica clasica ofera
solutii deosebit de complicat sau uneori nu poate furniza
aceste solutii. Un rol important in mecanica analitica il joaca
conceptul de legaturd care este restrictia asupra coordonatelor
unui punct material. Spre deosebire de mecanica clasica
legdturile in mecanica analiticada sunt considerate ideale (fara
frecare). Dintre metodele mecanicii analitice se prezinta
principiul lui d’Alembert.. Acest principiu permite
transformarea problemelor de dinamicd in probleme de statica
pentru rezolvarea carora metodologia de rezolvare este simpla.

Al doilea principiu al dinamicii scris pentru un punct

material este:

F = ma. (15.1)

In cazul in care punctul este supus la legdturi relatia 15.1 nu
mai este wvalabila iar solutia 1in mecanica clasicda a fost
corectarea membrului drept cu o fortd suplimentard numita

reactiune introdusa pe baza axiomei legdturilor:

ma=F+N (15.2)

Nerespectarea ecuatiei 15.1 se poate interpreta in sensul ca
numai o parte din forta aplicata duce la modificarea starii de
miscare (acceleratie ) 1ar ce rdamdne se consuma datorita
faptului ca punctul este supus legaturilor. Fractiunea din

forta aplicatd care produce acceleratia se numeste fortd activda

F,iar cea pierdutd cu legdturile se numeste fortd pierdutd K.

Se poate scrie relatia
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XV Notiuni elementare de mecanica analitica

F=FE+F, (15.3)
unde:

(15.4)

ol
I
=
=

Se deduce forta pierduta
F,=F-ma (15.5)

Pentru enuntarea principiului 1lui d’Alembert se considerd un

sistem de puncte materiale m;,m,..m, situate 1In punctele

Ay, PAp. ... A, respectiv si actionate de fortele exterioare
F.,E,...F,. Fortele pierdute vor fi F -ma;,F, —ma,,...,F, —ma,
Principiul 1lui d’Alembert se enunta astfel: fortele

pierdute Ti—ﬂnkﬁk, presupuse aplicate wunui sistem de puncte
materiale supus la legdturi, formeazd un sistem de forte In
echilibru.

Daca se scrie relatia 15.5 sub forma:

F=F mm (15.6)

termenul -ma reprezintd forta de inertie si se poate enunta
acest principiu si sub forma: fortele exterioare F, si fortele
de 1inertie -—-mya, presupuse aplicate unul sistem de puncte

materiale supus la legdturi formeazd Impreund un sistem de
forte In echilibru. Sub aceastad formd principiu lui d’Alembert
depdseste cadrul mecanicii analitice putédnd fi aplicat 1la
rezolvarea unei probleme concrete de mecanica, fie utilizand
teoremele generale ale mecanicii (impuls, moment cinetic,
energie), fie prin metode proprii mecanicii analitice.

Daca se utilizeaza metodele generale atunci trebuie

introduse reactiunile care sd inlocuiascd legdaturile. Se obtine
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un al treilea enunt al principiului lui D’Alembert: dacd se

elibereazda de legdturi punctele materiale ale unui sistem si

dacd se introduc fortele date F, fortele de inertie, -m,a, si
fortele de legdturd F%j acestea formeazd Impreund un sistem de

forte In echilibru. Sub aceastada formd principiu lui d’Alembert
nu mai constituie in mecanica generald un principiu nou ci o
nouda metodda denumitda metoda cinetostatica. Aceastda metoda
permite determinarea miscarii si reactiunilor pentru un sistem
de puncte materiale supus la legdturi cu metodele de rezolvare

al problemelor de staticd si cinematica.

15.2 Torsorul fortelor de inertie

Rezolvarea problemelor de dinamicd cu ajutorul principiului
lui d’Alembert este comoda pentru sisteme discrete de puncte
materiale. In cazul corpurilor rigide corpurile ar trebui

divizate corpuri in mase elementare dm asupra cdarora actioneaza

forte de inertie dE =-adm. Scrierea ecuatiilor de echilibru
cinetostatic conduce la integrale de volum destul de dificil de
evaluat. Se poate evita acest neajuns prin gdsirea expresiilor

generale ale torsorului fortelor de inertie.

Pentru vectorul rezultant R' al fortelor de inertie

_ & B L dvy, d< dH
R:;(_mkak):_;mkF:_azmkvk:_E (15.7)

Teorema impulsului 14.8 scrisa pentru centrul de masada al
sistemului furnizeazd pentru vectorul rezultant al fortelor de
inertie
_dh dv (15.8)

'=——=-M—-=-Ma
dt dt ¢

unde a, reprezintd acceleratia centrului de masd al sistemului.

Vectorul moment rezultant al fortelor de inertie va fi:
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. n n de n d n dfk (15 . 9)
M'g= D B X (M) = =D i Xy — = =) — ([ XMV )+ ), — X MV =—
k=1 k=1 e (Ddt i dat
d& B dK
=3 D T xmy vy = %

k=1

Din expresiile 14.30 si 14.34 corespunzdtoare exprimdarii
matriceale a impulsului si momentului cinetic fatd de un sistem
de referinta fix se deduc imediat componentele torsorului de

inertie pentru cele mai importante miscdri ale rigidului.

a) rigid in migcare de translatie V=V, (toate punctele au

aceeasi viteza)

R'=-Ma,, M',=r1,x(-Ma,). (15.10
unde a,este acceleratia centrului de masd iar I, este vectorul
de pozitie al centrului de masd si M este masa rigidului.

b) rigid in migscare de rotatie (rotatie iIn jurul axei Oz)

Vo=0, ©=ok.

Ky=-Jlg0, K,=-T,0; K,=J,0;
— dK oK — - - — ! ) K
M'oz—E:—E—5XK:szgi+Jyz8j—Jz8k— 0 0 (1511
-Jgo -Jyo Jo

Presupunadnd centrul maselor C situat in planul Oxz (n=0),

(Fig.15.1).
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Figura 15.1

52—@@2}+&j. (15.12
)
Astfel:
' 2 "o 2,
R'y=Miw~; M\ =J,e-J,0%
Ry = -M&; M&:Jﬂe+Jum%
(15.13

R', =0 M, = -] .

c) rigid cu punct fix
Se considerda axe ale triedrului mobil axele principale de
inertie din punctul fix. Proiectiile momentului cinetic pe

axele principale de inertie sunt:

Ky=Jio,; Ky=ho, K,=J0, (15.14

unde J;,J,,J; sunt momentele de inertie principale. Cu relatia:
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_ i ] k
— dK oK _ — < < = (15.15
MOZ—EZ—E—C\)XKZ—J18X1+J28yJ—J38Zk— Oy Oy ®, |
—JICOX _JZ(’Oy J3(,0
Torsorul de inertie are componentele:
R'=-Ma,;
MOXZ_JISX_(J.’)_JZ)Q)yO)Z;
MOy:_J28y_(J1_J3)0)ZO)X;
My, ==lze, -(J, —TDoo,. (15.16
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XVI Notiuni elementare de cinetostatica

si dinamica mecanismelor

16.1 Cinetostatica mecanismelor

Cinetostatica mecanismelor are drept scop determinarea
rectiunilor ce apar 1in cuplele cinematice care intra 1in
structura mecanismelor. Determinarea rectiunilor este necesara
pentru dimensionare elementelor mecanismului.

In cazul mecanismelor plane analiza cinetostaticd se realizeazi
lucrand pe grupe structurale. Ordinea de abordare este inversa

celei de legare a grupelor 1in procesul de formare al

mecanismului . Se pleaca de dinspre elementul condus spre
elementul conducator. Metoda se numeste cinetostatica pentru
cd are la baza principiului 1lui d’Alembert . Intr-o primd

aproximatie se considera ca frecarea in cuplele cinematice este
nuld si cd existda doar reactiuni normale. Daca se doreste
luarea in considerare si a frecdrii se utilizeaza un procedeu
iterativ 1in care fortele de frecare dintr-un anumit pas se
determind cu ajutorul fortelor normale determinate in pasul
precedent. Procedeul se opreste atunci cand diferenta dintre
aceleasi doua reactiuni corespunzdtoare pentru doi pasi
consecutivi este mai micda decét o precizie de calcul impusa.
Procedeul este rapid convergent si se initializeazd cu fortele
de frecare nule. Nu se recurge la scrierea ecuatiilor de
echilibru cinetostatic cu fortele de frecare corespunzatoare
etapel curente deoarece aceste forte depind de cele normale iar
sensul lor este opus miscdrii relative dintre elemente care
este necunoscuta.

Pentru a pute efectua analiza cinetostaticda trebuie

cunoscute:

a) fortele de rezistentd tehnologicd;

forta de rezistentd activd E, (pentru invingerea cdreia

este construit mecanismul)

217



XVI Notiuni elementare de cinetostatica si dinamica mecanismelor

forta de rezistentd pasivd (actioneaza asupra elementuluil
condus in faza de mers in gol)

b) greutdtile elementelor cinematice;
c) fortele si momentele de inertie.

Pentru calculul fortelor si momentelor de 1inertie este
necesara efectuarea analizei cinematice pentru a cunoaste
acceleratiile centrelor de masd ale elementelor precum si
acceleratiile wunghiulare al acestora. Relatiile de calcul

pentru fortele si momentele de inertie sunt:

(1l6.

Figura 15.1

In Fig. 16.1 a; este acceleratia centrului de greutate G al

elementului, ¢€acceleratia wunghiulard a elementului, m masa
elementului si J; momentul de inertia fasa de o axa
perpendiculard pe planul miscdrii si care trece prin centru de
greutate. Uneori, se preferd calculul torsorului fortelor de
inertie nu in centrul de greutate al elementului ci intr-un alt
punct in care momentul sa fie nul. Distanta fatd de centrul de
greutate al punctului in care acest deziderat este indeplinit
se determina usor dacd se tine seama de variatia momentului

unui vector la schimbarea polului.
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If[i
F. (le.

2)

d) caracteristicile rectiunilor ce lucreaza Intr-o cupla
inferioara

In cupla de rotatie, (Fig. 16.2) pentru reactiune nu se
cunosc nici modulul nici directia dar se stie cd trebuie sa
treacd prin centrul cuplei. Pentru cupla de translatie,
(Fig.16.3) se cunoaste directia reactiunii (normala la viteza
relativa dintre elemente) dar nu se cunosc marimea si punctul
de aplicatie. Punctul de aplicatie poate fi precizat direct
prin distanta a de la suportul fortei la centrul cuplei sau,

asa cum s-a aratat 1in sectiunea referitore la vectori

alunecdatori, prin momentul reactiunii fatd de centrul cuplei.

Figura 16.3 Figura 16.4

Observatie: Dacad mecanismul contine cuple superioare
acestea vor trebui in prealabil inlocuite dupa cum s-a aradtat
la analiza structurala.

O reactiune este afectatd de doi indici: primul indice
arata elementul care exercita actiunea iar al doilea indica pe
cel care suporta actiunea.

Dupa ce s-au determinat fortele si momentele de inertie se face

, pentru fiecare element, reducerea in acelasi punct a fortelor
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exterioare ( greutate , fortda de inertie, fortd de frecare si
cadnd este cazul fortd tehnologica). In final wva trebui ca
asupra fiecdrui element sa actioneze o singura fortda si un
singur moment.

Analiza cinetostaticda a grupelor structurale se face
scriind ecuatii de echilibru pentru momentele si fortele ce
actioneaza asupra unui element sau a intregii grupe. Ecuatiile
de forte wvor fi ecuatii vectoriale plane si pot avea doud
necunoscute :

- fie doud reactiuni de directii cunoscute si de marimi
necunoscute;

- fie o reactiune total necunoscuta.

Pentru rezolvarea acestor ecuatii vectoriale se utilizeaza
poligonul fortelor 1in care vectorii ce apar 1in structura
ecuatiilor se reprezinta la scard. Ecuatiile de forte vor
trebui scrise astfel 1incét dacada contin douda reactiuni de
directii cunoscute si mdrimi necunoscute aceste reactiuni sda
ocupe primul si ultimul loc 1In ecuatie iar daca contin o
reactiune complet necunoscutda acesta va fi plasatda pe ultimul
loc. Constructia poligonului incepe cu primul termen cunoscut
asezédnd vectorii unul cu originea in vérful celui precedent.
In primul caz prin originea primului vector cunoscut se duce
directia primului vector necunoscut care se va intersecta cu
directia ultimului vector necunoscut dusa prin varful ultimului
vector cunoscut. Se determind marimile si sensurile celor doua
reactiuni necunoscute din conditia de inchidere a poligonului.
In ce de-al doilea caz dupd constructia vectorilor cunoscuti
reactiunea necunoscutd va trebui sa inchida poligonul.

Ecuatiile de momente sunt ecuatii scalare deocarece toate
momentele sunt dirijate normal pe planul miscdarii. Ecuatiile

de momente nu pot contine decé&t o necunoscutda si se rezolva

analitic. Pentru exemplificare se considera diada de aspect 2
(RRT). Aceasta se reprezintda la scarda ca in Figura 16.4 si se
trec pe figura momentele si fortele care solicita fiecare

dintre elementele 2 si 3.
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Figura 16.4

Reactiunea necunoscutdR,, se descompune dupd doud directii:

normald R},, (in lungul elementului 2) si tangentiald R},,

(perpendiculara pe acest element).

(l6.
3)

D _Ppn Dt
R =R, +Ry,.

R},nu d& moment fat& de punctul B (deoarece trece prin acest
punct). Se poate scrie ecuatia de echilibru de momente fatd de
punctul B pentru momentele ce actioneaza asupra elementului 2.
Se alege un sens pozitiv pentru momente. Sensul reactiunii ﬁb
se alege astfel ca momentul sdu fatda de punctul B sa fie

pozitiv. Ecuatia de momente este:

ZMB(Z):OQ RingB"'MB(Fz)"'Mz:O (16
4)
MB(FZ):thZ (16.

5)

unde h,este bratul fortei -E fatda de punctul B, masurat pe

figura si trecut prin scard. Dacd din ecuatia 16.4 F}z rezulta

pozitiv, sensul adoptat este corect, dacda nu, 1in calculele
ulteriocare sensul acestui vector va fi contrar celui presupus

initial.
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Ecuatia de echilibru de forte pentru 1intreaga grupa are

forma:

> F(23)=0; R, +R, +F +F +R,;; =0
- = = (16.

RL|IAB; Ryl xx.

Termenii subliniati cu doua 1linii sunt cunoscuti iar ceil
subliniati cu o singura linie au doar directiile cunoscute.

Rezolvarea ecuatiei se face se face in poligonul fortelor Fig.
15.5p . In ecuatia 16.6 nu au fost introduse reactiunile R,

siR,; deocarece conform principiului actiunii si reactiunii
acestia se anuleaza reciproc. Ecuatia de echilibru de forte
pentru unul din elementele grupei ©permite determinarea

reactiunii din cupla centrald.

> F@2)=0; R, +R', +F, +R;, =0 (16.
2T R T .

Ecuatia contine ca necunoscuta reactiunea R;, care se determind

din poligonul de forte. In final ecuatia de echilibru pentru

momente fatd de punctul C, scrisad pentru elementul 3

permite determinarea bratului h,;.

D M(3)=0; Ryhy;+Mo(E)+M, =0 (15.
8)

In TABELUL 16.1 se prezintd solutiile grafoanalitice pentru
grupele structurale de <clasa a doua si pentru elementele

conducatoare in miscare de rotatie si de translatie.

TABELUL 16.1

Schita grupei structurale si ecuatiile de echilibru
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022, aspeotul 1

_ Rp//AB _ RR//BC
20gt iam M43SgE
12 R,q1BC

SH¥y(2)=0

Ry,l, gty (F2)+M2=0 =>> Ry

£ ~ _ t
Ryalpgtip(Py)+H =0 => Ry,
Zf(E.B)-Ot +
=R 5 sk
. 1}
R)20Ryy
T¥(2)=0

=
_ <R12//AB
2 gt 1 am
12
T Uy (2)=0
% = = %
Ryplyptiip (Fy)+liy=0 > Ry,
Ef(2.3)-0t
e
§12+R12+32+F3+R43-0

\l!/

—.n —
RioeR
S F(2)=0
R12+F2+R32u0 = R
S M (3)=0
Rygby 5y (F)+iym0 > n

43

43
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022, aspectul 3 | ﬁ;zllAC

R, ,<
2R, L A
SHy(2,3)%0
| REGR ol () (P
+M, N ‘
3
) Y2
> F(2)=0 t
-.n -
Ry Ry p#FptRy om0
&
A
122842
ZF(E’B)'O
RygtPotFyeRyp=0 > By
:Eih(z)-o

Ranﬂmﬁtr?)rmz-o => b.32

022, aspectul 4 _
2.F(2,3)=0

§12+f2+f3+§43-0 > B,k
SF(2)n0 '

R12+F2+ﬁ32-0. => ﬁ32
E’iB(EI)-O ‘
| Rl2h12+'i3(12)+'i2-0 = by,
S (3)=0

Ryghygtilg(P3)4l3=0 > by,

43
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022, uspectul 5

SF(3)x0
R23+F3+R43-0
~R12+P2+P3+ﬁ43-o_ 2 ﬁlz
zl&(?)-o
EHA(Q,B)-O

»=> R23,ﬁ43

32

R43”43*iA"z"iz*i;(F3)4i5,o
g
By

- Z¥(2)=0
Rypt¥=0 > Ry,
§.+iA(l'2);l-ﬂi;‘_,-0 => i.

Dacd ecuatiile de echilibru de forte ce intervin 1in
determinarea reactiunilor se proiecteazd pe axele unui sistem
de coordonate convenabil ales se obtin cédte doua ecuatii

scalare de echilibru pentru fiecare ecuatie vectoriala.
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Acestea se pot rezolva analitic aldturi de ecuatiile de momente
si metoda capatd un caracter analitic.

Pentru elementele conducdtoare se impune o observatie. Daca se
considera elementul conducdtor in miscare de rotatie, pentru
echilibrul cinetostatic al acestuia se pot scrie doua ecuatii
de proiectii de forte si o ecuatie scalara de momente. Se

obtin in final trei ecuatii de echilibru care contin numai doua

necunoscute (proiectiile reactiunii R,,). Aparent problema este
incompatibild deocarece numdrul ecuatiilor (trei) este mai mare
decdt al necunoscutelor (doua) . Pentru a face problema
compatibild se mai introduce o necunoscutd; forta sau momentul
de echilibrare. . Introducerea acestel mdrimi este fireasca
pentru ca in analizd s-a presupus ca miscarea elementului
conducator este prestabilitd nefiind influentatd nici de
pozitia mecanismului si nici de fortele care actioneaza asupra

elementelor lui.

16.2 Fazele miscdrii masinii

Prin masind se 1intelege unitatea dinamica obtinuta prin
legarea unui motor la un mecanism de lucru. Pentru o analiza
dinamicad unitard se cautd echivalarea masinii cu un model mai
simplu astfel ca orice mecanism sa poatd fi redus la un model
dinamic echivalent. Se utilizeaza doua tipuri d elemente de
reducere:

- element de reducere 1in miscare de translatie cu viteza
Vcaracterizat de masa redusa m,y actionat de forta redusak;
- element de reducere 1In miscare de rotatie cu viteza

unghiulard ® caracterizat de momentul de inertie redus J 4

actionat de cuplul M,_,.
Determinarea caracteristicilor inertiale m.y si J, 4 ale

modelelor de reducere s eimpune conditia egalitdtii 1intre
energia cineticd a mecanismului si a modelului de reducere.
Pentru cele doua modele, in ipoteza unor mecanisme cu miscare

plan paraleld se poate scrie:
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2
Oy

N 1’nred

HM=

(16.9

(16.9
b)

unde m, si J; reprezintd masa elementului k respectiv
momentul de inertie al acestuia in raport cu axa perpendiculara
pe planul miscdarii si care trece prin centrul de greutate iar
Vg Si1 ®, viteza centrului de masd si viteza unghiulard a

aceluiasi element.

Pentru calculul fortei reduse F,., si a momentului redus

M,y se impune conditia ca puterile modelului si a mecanismului

sa fie aceleasi. Astfel:

n

FreaV =2, (RVg, + My ®)) (15.10
P
a)
n p—
M, a® = 2, (R Vi + My @)) (15.10
P
b)

unde F, si Kﬁk reprezintd componentele torsorului fortelor
exterioare ce actioneaza asupra elementului k, torsor calculat
in centrul de greutate al elementului.

In continuarea se considerd cd motorul este de tip rotativ.
O diagrama a variatiei vitezei unghiulare a elementului de
reducere functie de unghiul de rotatie al elementului arata ca

in Fig.l1l6.6.
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pornire regim oprire

A
y

Figura 16.6.

Ciclul geometric reprezintd durata minimda dupa care
mecanismul ocupd aceeasi pozitie.

Ciclul cinematic reprezintd duratd minimd dupda care toti
parametrii cinematici ai mecanismului revin la aceleasi wvalori.
Ciclul cinematic este un multiplu intreg de cicluri geometrice.
Figura 16.6 pune in evidentd urmdatoarele faze:

faza de pornire in care viteza unghiulard a elementului
creste;

faza de regim in care viteza elementului de reducere are o
variatie periodicd 1in Jjurul unei valori de echilibru numita
vitezda de regim;

faza de oprire in care viteza scade de la viteza de regim
la zero.

Faza de regim este caracterizatd de doi parametri:

viteza unghiulard medie O,y

(l6.11

gradul de neuniformitate §
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B 2 ) (16.12

Aplicarea teoremeili energiei cinetice sub forma finita in cazul

modelului de reducere in miscare de rotatie furnizeazad ecuatia:

(15.13
)

E,-E,=L

E., E, sunt energiile cinetice pentru pozitiile curenta si

iar L este lucrul mecanic al fortelor ce lucreaza

initiala
asupra modelului. Lucrul mecanic este compus din lucrul
mecanic motor L, (pozitiv) si lucrul mecanic rezistent L,
(negativ) . Cu aceste precizdari ecuatia 15.13 devine:

1 2 1 2

27rea®” 75 rea0®0 = b ~ Ly (16.14

Se presupune ca intervalul pentru care se scrie ecuatia 15.14

corespunde unui ciclu cinematic.

Jred:JredO (16.15
)
Bilantul energetic ia forma:

ler(co2 —co(z)):Lm—Lr
2 (l6.16
)

a) Pentru faza de regim ® =0

L,=L, (16.17
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Relatia 16.17 aratd cda pentru instalarea fazei de regim
trebuie sa inregistram perioade egale in care lucrul mecanic

motor sa fie egal cu lucrul mecanic rezistent
b) Pentru faza de pornire o>,

L >L (15.18

m m

Relatia 16.18 descrie matematic conditia de realizarea a

pornirii: Pentru o pornire cadt mai rapidd trebuie ca diferenta
L,—-L, sa fie cadt mai mare. Acest lucru se realizeazd practic
prin pornirea in gol a masinii (in absenta fortelor

tehnologice)

¢) Pentru faza de oprire ®<®,

<L (16.19

Relatia 16.19 aratda cd pentru realizarea opririi diferenta
L,—-L, trebuie sda fie cé&t mai mare dacd se doreste o oprire
rapida. Practic, in vederea unei opriri rapide motorul masinii
se opreste L,=0 iar L, se mdreste prin actiunea wunor

dispozitive de frénare.

16.3 Randamentul mecanic

Randamentul mecanic este un parametru care arata eficienta
cu care masind utilizeaada lucrul mecanic furnizat de catre
motorul de actionare.

Daca se considerda un ciclu cinematic pe parcursul cdaruia

lucrul mecanic al fortelor de inertie si al celor de greutate

este nul atunci lucrul mecanic L ,furnizat de cdtre motorul
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masinii este consumat pentru invingerea fortelor tehnologice
(lucru mecanic wutil L,) si pentru 1invingerea fortelor si
momentelor de frecare din cuplele cinematice (lucrul mecanic al
fortelor de frecare L;. Randamentul mecanic [ se defineste ca

raportul dintre lucrul mecanic util si lucrul mecanic motor.

L (16.20

m )

Un alt parametru dinamic este coeficientul de pierderi [J
definit <ca raportul dintre lucrul mecanic al fortelor de

frecare si lucrul mecanic motor:

L (l6.21

Pe parcursul unui ciclu cinematic

L,=L,+L; (16.22

de unde rezulta:

Deoarece practic frecarea nu poate fi eliminatd L;{>0 astfel

0<n<l (16.24

O<y <l )

Randamentul mecanismelor complexe
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In practicd marea majoritate a masinilor sunt formate din
mecanisme simple legate in diferit moduri. Se vor analiza doua
dintre modurile de legare: legarea 1in serie si legarea 1
paralel.

Legarea in serie presupune ca lucrul mecanic util furnizat
de un mecanism sda fie lucru mecanic motor pentru mecanismul
care 11 urmeaza, (Fig.1l6.7).

L(Jl) -L

u

L, L0 =@ L0
—_— . £ . 8 D
M Lo o Tk LoD Mn

u u ~ m

Figura 16.7

Se scriu ecuatiile de bilant energetic pentru fiecare

mecanism:

k (k)
L(u) - nkLm
................ ;;“. (16.25
n
L(l?) - T]an )
Din modul de legare al mecanismelor rezulta:
1
L(m) =Ly;
2 1
UE):L&%
k k-1
L0 _ D
.“““““1“1; ..... (16.26
n
L(rlr? =L, )
Lu L(Jl)
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Inmultirea membru cu membru a relatiilor 16.25 coroboratd cu
relatiile 16.26, conduce, dupa efectuarea simplificarilor, la

expresia randamentului global

m ' (16.27

Randamentul unei grupdri de mecanisme legate In serie este

egal cu produsul randamentelor mecanismelor componente.

Legarea 1in paralel a mali multor mecanisme elementare
presupune legarea elementului de intrare al fiecdrui mecanism

la aceeasi sursa furnizoare de lucru mecanic, (Fig.16.8). Se

presupun cunoscute randamentele mecanismelor elementare 1, si

coeficientii de repartitie fyail lucrului mecanic util pentru

fiecare mecanism. Coeficientii de repartitie se definesc
Lk
—__—m,
Bk_ L s
0<By <Lk=L2,..,n (16.29
By +Br+tB, =1 )
e 1] — ()
u
LY =B,L

O
Lo =p,L )
- nk —— L(u)

Ly =BuL
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Figura 16.8

Randamentul la legarea in paralel va fi

L __Lﬂ)+1£?4<“+130__Tnﬁ1L+-n2BzL+~~+nanL
L, L - L

si in final

Np =Bimi + B2zt BNy (16.30

Pentru a putea face o comparatie intre randamentele celor doua

mecanisme complexe presupunem ca

’]’]1:’]’]2 :____:’]’]n:’r] (16.31

1
n

Br=PBy=-.=Bn=

In aceste ipoteze cele doud randamente devin:

16.32
ns=n": MN,=7n. (16.3

Din relatiilel6.32 se vede ca randamentul la legarea 1in serie
este scade in progresie geometrica iar la legarea in paralel
randamentul este egal cu randamentul oricdruia dintre
mecanismele elementare. In practicd se utilizeazd o variantd

intermediarda numitd legare mixta.
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